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Abstract

A simplicial cell complex is a collection of simplices that is closed under taking faces, and

the non-empty intersection of any two simplices is a face or union of faces of both simplices.

A (d + 1) colored graph (Γ, γ) is a graph Γ = (V (Γ), E(Γ)) with proper edge coloring

γ : E(Γ) → {0, 1, . . . , d}. There exists a simplicial cell complex K(Γ) corresponding

to each (d + 1) colored graph (Γ, γ) such that the simplices in K(Γ) are in one-to-one

correspondence with the components of subgraphs of (Γ, γ).

Crystallization theory provides a combinatorial tool for visualising piecewise-linear (PL)

manifolds using edge colored graphs. Crystallizations are a specialised class of edge colored

graphs. The theory begins with the existence of crystallizations for every closed connected

PL manifold, a result by Pezzana, also known as the Father of crystallization theory. The

result subsequently extends to PL manifolds with boundary.

This thesis primarily deals with combinatorial invariants: regular genus and gem-complexity,

and Theorems 2.3.7, 3.2.8, 3.3.3, 4.3.10, 6.3.1 and 6.3.2 give some significant results of com-

binatorial topology. It consists of seven chapters which comprise the preliminaries, known

results, and the conclusion with future work directions. In Chapter 1, we review the

preliminaries used in the subsequent chapters. In Chapter 2, we give the lower bounds

for the gem-complexity of PL 3-manifolds with boundary in terms of their regular genus

and number of boundary components. Further, we show the sharpness of bounds for sev-

eral 3-manifolds with boundary. Moreover, we characterize the manifolds with connected
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vi Abstract

boundary that attain the bounds as handlebodies i.e., the regular neighbourhood of a

graph embedded in three dimensional Euclidean space. In Chapter 3, we give several

lower bounds for gem-complexity and regular genus for PL 4-manifolds with boundary.

These lower bounds enable strict improvements over previously known estimates for the

regular genus and gem-complexity of a PL 4-manifold with boundary. Further, the sharp-

ness of these bounds has also been shown for a large class of PL 4-manifolds with boundary.

In Chapter 4, we introduce a combinatorial invariant: weighted regular genus for man-

ifolds with boundary. We find a relation between regular genus and weighted regular

genus. Further, we give a lower bound for the weighted regular genus of PL 4-manifolds

with boundary. Consequently, the theorems 4.3.3 and 4.3.10 imply a lower bound for the

regular genus of PL 4-manifolds with boundary. Also, the bound for the regular genus

is improved over the bound obtained in Chapter 3. In Chapter 5, we study a class of

closed connected orientable PL 4-manifolds admitting a semi-simple crystallization and

which have an infinite cyclic fundamental group. We show that each manifold in the class

admits a handle decomposition in which the number of 2-handles depends upon its second

Betti number and the number of other h-handles (h ≤ 4) is at most two. In Chapter 6,

we introduce the notion of (f0, f1, . . . , fd)-type semi-equivelar gem for closed connected

d-manifolds, related to regular embedding of the gem on a surface such that the face-cycle

at each vertex of the gem on the surface is of the same type. Semi-equivelar gems carry

interesting geometric structures due to its symmetric properties and so make manifolds

visualising easier. Given a surface S with non-negative Euler characteristic, we find all

regular embedding types on S and then construct a genus-minimal semi-equivelar gem (if

it exists) of each such type embedded on S. Further, we construct a semi-equivelar gem

for each closed surface and for each d-manifold with regular genus at most one. In Chapter

7, we conclude the thesis and propose some future work directions.



                                                                 

 

 

                                                                 सार 
 

 

 

िसİ̱ɘिसअल सेल कॉ̱ɘेƛ, िसİ̱ɘिसस का एक ऐसा समुǄय है जो िसİ̱ɘिसस के फेसज लेने पर Ƒोͅड हो 
जाता है, और िकɎी ंभी दो  िसİ̱ɘिसस का गैर-įरƅ Ůितǅेदन दोनो ंिसİ̱ɘिसस का एक फेस या फेसज का संयोजन 
होता है। यिद Ťाफ Γ(V(Γ),E(Γ)) की एज कलįरंग  γ : E(Γ) → {0, 1, . . . , d} Ůॉपर होती है तो Γ को (d+1)-कलडŊ 
Ťाफ कहा जाता है। Ůȑेक (d+1)-कलडŊ Ťाफ (Γ, γ) के िलए एक  िसİ̱ɘिसअल सेल कॉ̱ɘेƛ K(Γ) मौजूद होता  
है, और K(Γ)  के िसİ̱ɘिसस  Ťाफ (Γ, γ) के एक सबŤाफ के अवयव  के साथ वन-टू-वन कॉर˙ोडंŐस  मŐ होते हœ। 

िŢːलायजेशन Țोरी पीसवाइज-लीिनयर (PL) मेिनफोʒ्स को एज कलडŊ Ťा̫स के माȯम से ̊ʴीकरण  करने 
का एक कॉİɾनेटोįरयल साधन Ůदान करता है। िŢːलायजेशंस एज कलडŊ Ťा̫स की एक िवशेष ŵेणी है। पेज़ाना, 
िजɎे िŢːलायजेशन Țोरी का जनक कहा जाता है, Ȫारा िदए गए एक Ůमेय से Țोरी का आरʁ होता है जो िक 
Ůȑेक Ƒोͅड कनेƃेड PL मेिनफोʒ के िलए एक िŢːलायजेशन की उपİˑिथ को दशाŊता है। तȋʮात, यह 
पįरणाम मेिनफोʒ्स िवद बाउंडŌ ी के िलए भी िसȠ िकया गया।  

यह शोध Ůबंध मुƥ ŝप से कॉİɾनेटोįरयल अपįरवतŊको: रेगुलर जीनस और जेम-कॉ̱ɘेİƛटी  से संबंिधत है, तथा 
Ůमेय 2.3.7, 3.2.8, 3.3.3, 4.3.10, 6.3.1 और 6.3.2  कॉİɾनेटोįरयल टोपोलॉजी के कुछ महȕपूणŊ पįरणाम देते हœ। 
इसमŐ सात अȯाय हœ िजनमŐ Ůारंिभक कायŊ, ǒात पįरणाम और भिवˈ  के कायŊ Ůˑाव के साथ िनʺषŊ सİʃिलत हœ।  
अȯाय 1 मŐ, हम आगामी अȯायो ंमŐ Ůयुƅ Ůारंिभक कायŖ की समीƗा करते हœ। अȯाय 2 मŐ, हम PL 3- मेिनफोʒ्स 
िवद बाउंडŌ ी की जेम-कॉ̱ɘेİƛटी के िनɻ पįरबंध को मेिनफोʒ के रेगुलर जीनस और बाउंडŌ ी अवयवो ंकी संƥा 
के ŝप मŐ िदखाते हœ। इसके साथ ही, हम अनेक PL 3- मेिनफोʒ्स िवद बाउंडŌ ी के िलए पįरबंध की ती˽णता को   
िदखाते हœ। इसके अितįरƅ, हम यह पįरबंध Ůाɑ करने वाले मेिनफोʒ्स िवद कनेƃेड बाउंडŌ ी को हœडलबॉडीज 
अथाŊत् 3-िवमाओ ंके यूİƑिडयन ̇ ेस मŐ अȶिनŊिहत एक Ťाफ के रेगुलर नेबरŠड, के ŝप मŐ वणŊन करते  हœ। अȯाय 
3 मŐ, हम PL 4-मेिनफोʒ्स िवद बाउंडŌ ी के जेम-कॉ̱ɘेİƛटी और रेगुलर जीनस के िलए अनेक िनɻ पįरबंध देते हœ। 
ये िनɻ पįरबंध PL 4-मेिनफोʒ्स िवद बाउंडŌ ी के जेम-कॉ̱ɘेİƛटी और रेगुलर जीनस के पूवŊǒात आंकलनो को 
अिधक सƗम बनाते हœ। इसके अितįरƅ, हमने PL 4-मेिनफोʒ्स िवद बाउंडŌ ी के एक बड़े वगŊ के िलए इन पįरबंधो 
की ती˽णता को िदखाया है। अȯाय 4 मŐ, हम PL 4-मेिनफोʒ्स िवद बाउंडŌ ी के िलए एक कॉİɾनेटोįरयल अपįरवतŊक 
: वेटेड रेगुलर जीनस को Ůˑुत करते हœ। हम रेगुलर जीनस और वेटेड रेगुलर जीनस के बीच एक सɾɀ दशाŊते हœ। 
इसके बाद, हम PL 4-मेिनफोʒ्स िवद बाउंडŌ ी के वेटेड रेगुलर जीनस के िलए एक िनɻ पįरबंध देते हœ। पįरणामतः , 



Ůमेय 4.3.3 और 4.3.10, PL 4-मेिनफोʒ्स िवद बाउंडŌ ी के रेगुलर जीनस के िलए एक िनɻ पįरबंध को िनधाŊįरत 
करते हœ। तथा, यह िनɻ पįरबंध अȯाय 3 मŐ Ůाɑ िकये गए रेगुलर जीनस से अिधक सƗम है। अȯाय 5 मŐ, हम 
Ƒोͅड कनेƃेड ओįरयȴेबल PL 4-मेिनफोʒ्स के एक वगŊ का अȯयन करते हœ िजनकी एक सेिम-िसंपल 
िŢːलायजेशन है और िजनका फंडामŐटल Ťुप इनिफिनट साइİƑक है। हम िदखाते हœ िक इस वगŊ के  Ůȑेक 
मेिनफोʒ की एक ऐसी हœडल िडकɼोिज़शन है िजसमे 2-हœडʤ की संƥा इसके सेकंड बैटी नंबर पर िनभŊर करती 
है और अɊ h-हœडʤ (h ≤ 4) की संƥा अिधकतम 2 है। अȯाय 6 मŐ, हम Ƒोͅड कनेƃेड d-मेिनफोʒ्स के िलए 
(f0, f1,..., fd)-टाइप सेिम-इİƓवेलर जेम को Ůˑुत करते  हœ, जो जेम के िकसी सरफेस पर एक ऐसी रेगुलर एɾेिडंग 
से सɾंिधत है, िजसमŐ जेम के Ůȑेक वटőƛ की फेस साइिकल एक समान होती है। सेिम-इİƓवेलर जेʈ अपने 
समिमत गुणो ंके कारण आकषŊक Ǜािमतीय संरचनाएं रखते हœ और इसिलए मेिनफोʒ्स को आसानी से ̊ʴीकरण 
करने मŐ सहायक होते हœ। एक सरफेस S िजसका यूलर कैरेƃįरİːक गैर-ऋणाȏक है, के िलए, हम S पर सभी संभव 
रेगुलर एɾेिडंग टाइप Ůाɑ करते हœ, और ऐसे Ůȑेक  एɾेिडंग टाइप के िलए एक जीनस िमिनमल सेिम-इİƓवेलर जेम 
(यिद अİˑȕ मŐ है) की रचना करते हœ। इसके अलावा, हम Ůȑेक Ƒोͅड सरफेस तथा Ůȑेक मिनफोʒ िजसका 
रेगुलर जीनस अिधकतम 1 है, के िलए एक सेिम-इİƓवेलर जेम की रचना करते हœ। अȯाय 7 मŐ, हम इस शोध Ůबंध 
को भिवˈ के कुछ Ůˑाव कायŖ के साथ समाɑ करते हœ। 
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Symbol Meaning

PL Piecewise-linear,

∆d Set of colors {0, 1, . . . , d},

Z Set of Integers,

Zn Finite cyclic group of order n,

V (Γ) Vertex set of graph Γ,

|K| Geometric carrier of Simplicial cell complex K,

K1#K2 Connected sum of pseudomanifolds K1 and K2,

∈ belongs to,

χ(M) Euler characteristic of M ,

∼= isomorphic to,

M ×N Direct product of manifolds M and N ,

M ×−N Twisted product of manifolds M and N .
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