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Abstract

This thesis presents a comprehensive study on the pricing of insurance contracts, including variable

annuities with embedded guarantees and participating life insurance contracts such as pure endow-

ment options, whole life deferred annuities, and guarantee annuity options. A particular emphasis is

placed on integrating regime switching dynamics into various models. Additionally, the thesis ex-

plores the application of machine learning techniques to enhance the valuation of these contracts.

Variable annuities are unit-linked managed funds that provide several guarantees to policyholders

including death benefit protection, living benefit protection, and lifetime income protection.

Similarly participating life insurance contracts are a key product in the life insurance sector, charac-

terized by a minimum interest rate guarantee and participation in the insurer’s annual asset portfolio

returns. These contracts often include additional features such as bonus participation rules based

on the insurer’s surplus reserves and terminal bonus payments. Moreover, participating contracts

encompass products like pure endowment options, guaranteed annuity options, and deferred whole

life annuities. The interest rate guarantee may apply either only at maturity or accrue incremen-

tally throughout the contract’s term, offering policyholders both guaranteed benefits and exposure to

investment returns.

This thesis addresses the pricing challenges and computational efficiency of variable annuities and

liabilities of participating contracts, such as deferred whole life annuities and pure endowment op-

tions. It focuses on key market risks, including interest rate risk, investment risk, mortality risk, and

volatility risk. To address these challenges, the thesis introduces various regime switching stochastic

models designed to effectively capture these risks.

A continuous-time model is proposed that integrates regime switching dynamics into the local volatil-

ity framework, providing a robust approach to modeling volatility risk and developing a comprehen-

sive pricing model for variable annuities. The calibration and valuation of the model are conducted
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vi ABSTRACT

using Monte Carlo simulations and machine learning techniques, such as Gaussian process regres-

sion. The practical implications of the proposed models are demonstrated through an empirical test

on historical S&P 500 Index data, showcasing their effectiveness in addressing real-world pricing

scenarios.

A key challenge in the pricing of insurance contracts, lies in the computational intensity of traditional

numerical methods such as Monte Carlo simulations and partial differential equations. Moreover, the

local volatility model, while effective in capturing implied volatility, fails to account for stochastic

volatility dynamics observed in real markets, particularly during periods of market uncertainty.

To address these limitations, machine learning techniques, particularly Gaussian process regression

and neural networks, have been implemented for efficient pricing. A regime-switching Heston model

is proposed, which incorporates stochastic volatility and regime changes to enhance both the ac-

curacy and computational efficiency of the valuation process. This thesis is the first to explore

the potential of machine learning techniques for pricing variable annuity products with embedded

guaranteed minimum benefits under the Markov regime switching Heston stochastic volatility model

framework.

The majority of existing literature on the valuation of financial assets using regime switching models

assumes that model parameters are governed by an observable Markov chain. However, relatively

little attention has been devoted to the use of regime switching hidden Markov models in this domain.

This thesis bridges this gap by implementing regime switching hidden Markov models for the pricing

of variable annuity guarantees, offering a more robust framework for identifying and capturing hidden

market regimes. Furthermore, the thesis examines the impact of the COVID-19 pandemic on variable

annuity pricing using Indian stock market data, specifically the Nifty50 index data. The analysis

divides the data into pre- and post-COVID-19 periods to investigate the influence of market dynamics

during and after the pandemic.

From the literature, it is evident that, alongside volatility and investment risks, interest rate risk and

biometric risk significantly influence the price of insurance contracts. Biometric risk, encompassing

uncertainties related to mortality and longevity, directly impacts the expected payouts of life insur-

ance and annuity products. To address these risks, in the end, this thesis proposed a regime switching

stochastic interest rate model that extends the contingent claim-based framework for participating

contracts, such as endowment policies and deferred life-long annuities. By integrating regime switch-

ing dynamics, the model evaluates the combined effects of interest rate fluctuations and biometric



vii

uncertainties on the market value of life insurance liabilities. Numerical results and sensitivity analy-

sis highlight the critical role of these risks, providing comprehensive insights into liability valuations

across varying economic and demographic conditions.

This thesis contributes to the existing literature by introducing various models that integrate regime

switching stochastic processes and application of machine learning techniques for the pricing of vari-

able annuities and participating life insurance contracts. It offers valuable insights into capturing

evolving market conditions and risks, thereby enhancing the resilience and sustainability of financial

products. Furthermore, this thesis establishes a foundation for advancing model calibration method-

ologies, improving risk management strategies, and developing insurance products that are better

aligned with the complexities of dynamic market environments.
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                                                                                सारांश   
 
यह शोध *बंध बीमा अनुबंध1 क3 मू5य 6नधा7रण *9:या का एक <यापक अ>ययन *?तुत करता है, 

िजसमD अतं6न7Eहत गारंEटय1 वाले पKरवत7नीय वाLष7क3 (Variable Annuities) और भागीदारQ जीवन 

बीमा अनुबंध (Participating Life Insurance Contracts) जसेै 9क शुRध एंडॉमDट Lवक5प (Pure 

Endowment Options), संपूण7 जीवन ?थVगत वाLष79कयां (Whole Life Deferred Annuities) और 

गारंटQ वाLष7क3 Lवक5प (Guaranteed Annuity Options) शाWमल हX। Lवशषे Zप से, LवWभ[न मॉडल1 
मD शासन-ि?वVचगं (Regime Switching) ग6तशीलता को एक3कृत करने पर जोर Eदया गया है। इसके 

अ6तKर_त, इस शोध *बंध मD इन अनुबंध1 के मू5यांकन को बेहतर बनाने के Wलए मशीन ल6नग̀ 

तकनीक1 के अनु*योग का भी Lवaलेषण 9कया गया है।   
 
पKरवत7नीय वाLष79कयां यू6नट-Wल_ंड *बंVधत फंड होत ेहX, जो पॉWलसीधारक1 को कई गारंEटयां *दान 

करत ेहX, िजनमD मdृय ुलाभ सुरeा (Death Benefit Protection), जीवन सुरeा लाभ (Living Benefit 

Protection) और आजीवन आय सुरeा (Lifetime Income Protection) शाWमल हX। इन गारंEटय1 को 
अ_सर GMxB के Zप मD संदWभ7त 9कया जाता है, जहां x लाभ के *कार को इंVगत करता है। सामा[य 

उदाहरण1 मD गारंटQकृत [यूनतम मdृय ुलाभ (GMDB), गारंटQकृत [यूनतम संचय लाभ (GMAB), 

गारंटQकृत [यूनतम 6नकासी लाभ (GMWB), और गारंटQकृत [यूनतम आय लाभ (GMIB) शाWमल हX।   
 
इसी *कार, भागीदारQ जीवन बीमा अनुबंध (Participating Life Insurance Contracts) जीवन बीमा 
eेh मD एक *मुख उdपाद हX, जो [यूनतम jयाज दर गारंटQ और बीमाकता7 क3 वाLष7क पKरसंपLk 

पोट7फोWलयो Kरटन7 मD भागीदारQ क3 Lवशषेता रखत ेहX। इन अनुबंध1 मD आमतौर पर बोनस भागीदारQ 
6नयम (Bonus Participation Rules) और टWम7नल बोनस भुगतान जसैी अ6तKर_त Lवशषेताएँ 

शाWमल होती हX। भागीदारQ अनुबंध1 मD शुRध एंडॉमDट Lवक5प (Pure Endowment Options), 

गारंटQकृत वाLष7क3 Lवक5प (Guaranteed Annuity Options) और ?थVगत संपूण7 जीवन वाLष79कयां 
(Deferred Whole Life Annuities) शाWमल होत ेहX। jयाज दर गारंटQ या तो केवल पKरप_वता पर लागू 

हो सकती है या अनुबंध क3 अवVध के दौरान धीरे-धीरे संVचत हो सकती है, िजससे पॉWलसीधारक1 को 
गारंटQकृत लाभ और 6नवेश Kरटन7 दोन1 का लाभ Wमलता है।   
 
जीवन बीमा योजनाएं, Lवशषे Zप से भागीदारQ अनुबंध, मdृय ुलाभ *दान करने के साथ-साथ बीमाकता7 
के *दश7न से जुड़ ेसंभाLवत *ोdसाहन भी *दान करत ेहX। हालां9क, इन अनुबंध1 मD jयाज दर जोoखम 

(Interest Rate Risk), 6नवेश जोoखम (Investment Risk) और दQघा7य ुजोoखम (Longevity Risk) 

जसेै अ6तKर_त जोoखम भी शाWमल होत ेहX। जीवन बीमा कंप6नय1 के पोट7फोWलयो मD jयाज दर1 मD 
उतार-चढ़ाव के कारण महdवपूण7 जोoखम उdप[न होता है, जो पKरसंपLkय1 क3 वापसी और दा6यdव1 के 

मू5यांकन दोन1 को *भाLवत करता है।   
 



यह शोध *बंध पKरवत7नीय वाLष79कय1 और भागीदारQ अनुबंध1 क3 देनदाKरय1 (Liabilities) के मू5य 

6नधा7रण और कrsयूटेशनल दeता से संबंVधत चुनौ6तय1 को संबोVधत करता है, िजसमD ?थVगत संपूण7 
जीवन वाLष79कयां और शुRध एंडॉमDट Lवक5प शाWमल हX। इसमD jयाज दर जोoखम, 6नवेश जोoखम, मdृय ु

दर जोoखम (Mortality Risk) और अि?थरता जोoखम (Volatility Risk) जसेै *मुख बाजार जोoखम1 पर 

>यान कD Etत 9कया गया है। इन चुनौ6तय1 से 6नपटने के Wलए, यह शोध *बंध LवWभ[न शासन-ि?वVचगं 

याuिvछक मॉडल (Regime-Switching Stochastic Models) *?तुत करता है, जो इन जोoखम1 को 
*भावी ढंग से कैsचर करने के Wलए yडज़ाइन 9कए गए हX।   
 
एक सतत-समय मॉडल (Continuous-Time Model) *?ताLवत 9कया गया है, जो शासन-ि?वVचगं 

ग6तशीलता को ?थानीय अि?थरता Zपरेखा (Local Volatility Framework) मD एक3कृत करता है। यह 

अि?थरता जोoखम को मॉडल करने और पKरवत7नीय वाLष79कय1 के Wलए एक <यापक मू5य 6नधा7रण 

मॉडल LवकWसत करने के Wलए एक सश_त uि{टकोण *दान करता है। मॉडल का अशंांकन 

(Calibration) और मू5यांकन म1टे काल| Wसमुलेशन (Monte Carlo Simulations) और मशीन ल6नग̀ 

तकनीक1 जसेै 9क गॉWसयन *ोसेस Kर}ेशन (Gaussian Process Regression) का उपयोग करके 

9कया गया है। *?ताLवत मॉडल1 के <यावहाKरक *भाव1 को ऐ6तहाWसक S\&P 500 इंड_ेस डटेा पर एक 

अनुभवज[य परQeण के मा>यम से *दWश7त 9कया गया है, िजससे वा?तLवक द6ुनया क3 मू5य 6नधा7रण 

ि?थ6तय1 को संबोVधत करने मD उनक3 *भावशीलता ?प{ट होती है।   
 
बीमा अनुबंध1 के मू5य 6नधा7रण मD एक *मुख चुनौती पारंपKरक सं�याdमक LवVधय1 जसेै म1टे काल| 
Wसमुलेशन और आWंशक अतंर समीकरण1 (Partial DiSerential Equations - PDEs) क3 
कrsयूटेशनल ती�ता है। इसके अ6तKर_त, ?थानीय अि?थरता मॉडल 6नEहत अि?थरता को *भावी ढंग 

से कैsचर करने मD सeम होत ेहुए भी वा?तLवक बाजार1 मD देखी गई याuिvछक अि?थरता ग6तशीलता 
(Stochastic Volatility Dynamics) को पकड़ने मD Lवफल रहता है, Lवशषे Zप से बाजार अ6निaचतता 
क3 अवVध के दौरान।   
 
इन सीमाओ ंको दरू करने के Wलए, मशीन ल6नग̀ तकनीक1, Lवशषे Zप से गॉWसयन *ोसेस Kर}ेशन और 

[यूरल नेटवक7  (Neural Networks) को कुशल मू5य 6नधा7रण के Wलए लागू 9कया गया है। एक शासन-

ि?वVचगं हे?टन मॉडल (Regime-Switching Heston Model) *?ताLवत 9कया गया है, जो याuिvछक 

अि?थरता और शासन पKरवत7न1 को एक3कृत करता है, िजससे मू5यांकन *9:या क3 सटQकता और 

कrsयूटेशनल दeता दोन1 मD सुधार होता है। यह शोध *बंध माक|व शासन-ि?वVचगं हे?टन याuिvछक 

अि?थरता मॉडल (Markov Regime-Switching Heston Stochastic Volatility Model) के तहत 

[यूनतम गारंEटय1 वाले पKरवत7नीय वाLष7क3 उdपाद1 के मू5य 6नधा7रण के Wलए मशीन ल6नग̀ तकनीक1 
क3 संभावनाओ ंका पता लगाने वाला पहला अ>ययन है।   
 



अVधकांश मौजूदा साEहdय शासन-ि?वVचगं मॉडल का उपयोग करत ेहुए Lवkीय पKरसंपLkय1 के 

मू5यांकन मD यह मानता है 9क मॉडल परैामीटर एक *ेeणीय (Observable) माक|व �ृंखला Rवारा 
संचाWलत होत ेहX। हालाँ9क, शासन-ि?वVचगं 6छपे हुए माक|व मॉडल (Regime-Switching Hidden 

Markov Models) के उपयोग पर अपेeाकृत कम >यान Eदया गया है। यह शोध *बंध इस अतंर को 
पाटने के Wलए शासन-ि?वVचगं 6छपे हुए माक|व मॉडल को पKरवत7नीय वाLष7क3 गारंEटय1 के मू5य 

6नधा7रण मD लागू करता है, िजससे 6छपे हुए बाजार शासन1 क3 पहचान और कैsचर करने के Wलए एक 

अVधक मजबूत Zपरेखा *?तुत क3 जाती है।   
 
इसके अ6तKर_त, यह शोध *बंध भारतीय ?टॉक माक� ट डटेा, Lवशषे Zप से Nifty50 इंड_ेस डटेा का 
उपयोग करके COVID-19 महामारQ के पKरवत7नीय वाLष7क3 मू5य 6नधा7रण पर *भाव का Lवaलेषण 

करता है। इस Lवaलेषण मD डटेा को पूव7- और पaचात- COVID-19 अवVधय1 मD Lवभािजत 9कया गया है, 

ता9क महामारQ के दौरान और बाद मD बाजार ग6तशीलता के *भाव1 क3 जांच क3 जा सके।   
 
यह शोध *बंध शासन-ि?वVचगं याuिvछक *9:याओ ंऔर मशीन ल6नग̀ तकनीक1 के एक3करण Rवारा 
मू5य 6नधा7रण मॉडल को उ[नत करने मD योगदान देता है। इसके 6न{कष7 Lवkीय उdपाद1 क3 ि?थरता 
बढ़ाने, मॉडल अशंांकन पRध6तय1 मD सुधार, और जीवन बीमा एवं वाLष7क3 अनुबंध1 के जोoखम *बंधन 

रणनी6तय1 को पKर{कृत करने मD सहायक हX।   
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