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Abstract

Nonlinear eigenvalue problems, particularly polynomial and rational eigenvalue prob-

lems, have occurred in many engineering applications and have been extensively studied in

the literature. Structured backward error analysis of the computed eigenvalues/eigenpairs

plays an important role in knowing the backward stability of algorithms that compute

them without losing the structure of the respective eigenvalue problem. Structured eigen-

pair backward errors are known in the literature for matrix polynomials and rational ma-

trix functions. Structured eigenvalue backward errors are known for matrix polynomials

for some structures, but the eigenvalue backward errors of rational matrix functions are

still unexplored. These backward errors have been studied for some structured matrix

polynomials and structured rational matrix functions.

We derive explicit expression for optimizing the Rayleigh quotient under some con-

straints involving symmetric matrices in terms of the second largest eigenvalue of a

parameter-dependent Hermitian matrix, which allowed us to obtain eigenvalue back-

ward errors for higher degree matrix polynomials with skew-symmetric, T -even, T -odd,

T -palindromic, and T -antipalindromic structures.

We extend the ideas of [14, 15] to obtain explicit computable formulas for the struc-

tured eigenvalue backward error of a λ ∈ C of rational matrix function

G(z) =
d∑

p=0

zpAp +
k∑

j=1

wj(z)Ej,

where the coefficients (A0, A1, . . . , Ad, E1, . . . , Ek) ∈ S ⊆ (Cn,n)d+k+1 matrices, and wj(z) =

v
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sj(z)

qj(z)
, where sj(z) and qj(z), for j = 1, 2, . . . , k are scalar polynomials following some sym-

metry property. For this we reformulate the eigenvalue backward error problem into an

equivalent problem of maximizing the Rayleigh quotient under Hermitian constraints or

symmetric constraints. These constraints depend on the structure of the rational matrix

function and the parameter d and k in G(z).

Due to the relation between the eigenvalues of rational matrix functions and the asso-

ciated Rosenbrock system matrix, we also consider obtaining eigenvalue backward errors

for the Rosenbrock system matrix. We provide two different approaches for two different

measures to compute the eigenvalue backward error of the Rosenbrock system matrix,

one by reducing it into an equivalent problem of optimizing sums of two generalized

Rayleigh quotients and another via the structured µ-value of a constant matrix under

block diagonal perturbations.

Eigenvalue backward errors of matrix pencils/polynomial are closely related to the

distance to singularity, i.e., the distance to the nearest singular matrix pencil/polynomial.

This is because if A + zE is any regular matrix pencil, then the distance to the nearest

singular matrix pencil is bouded from below by the infimum of the eigenvalue backward

error of A + zE over all the scalars λ ∈ C. Given a regular matrix pencil A + zE, the

problem of finding the distance to singularity has attracted much work in the literature

and is still an open problem. If we consider additional structure on the coefficients

matrices, then the problem of computing the structured distance to singularity (distance

to the nearest singular pencil with the same structure) becomes more difficult and as

far as we know, this problem with structure on the pencil has not been explored in the

literature. We give a purely linear algebra-based approach to derive explicit computable

formulas for the distance to the nearest structured pencil Ã+ zẼ having a common null

vector. We then obtain a family of computable lower bounds for the unstructured and

structured distances to singularity. Numerical experiments suggest that, in many cases,

there is a significant difference between structured and unstructured distances. We also

extend this approach to structured matrix polynomials with higher degrees.



 

 

सार 
 
 

 

नॉनल$नार आइगेनव.ैय ू1ॉ2ल3स, 6वशषे 9प से पोल$नो<मअल और रैशनल आइगेनव.ैय ू1ॉ2ल3स, 

कई इंजीEनयFरगं अन1ुयोगH मI हुई हK और साLहMय मI इनका Nयापक अOययन Pकया गया है। गणना 

Pकए गए आइगेनव.ैय ू/ आइगेनपेयर का UVWचडZ बकैवडZ एरर 6व\लेषण ए.गोFरदम क^ बकैवडZ िUथरता 

को जानने मI महMवपणूZ भ<ूमका Eनभाता है जो संबंcधत आइगेनव.ैय ू1ॉ2ल3स क^ UVWचर को खोए 

fबना उनक^ गणना करता है। UVWचडZ आइगेनपेयर बकैवडZ एरर साLहMय मI मLैVWस पोल$नो<मअल और 

रैशनल मLैVWस फ़ंWशन के <लए जानी जाती हK। UVWचडZ आइगेनव.ैय ूबकैवडZ एरर कुछ UVWचर के <लए 

मLैVWस पोल$नो<मअल के <लए जानी जाती हK, लेPकन रैशनल मLैVWस फ़ंWशन क^ आइगेनव.ैय ूबकैवडZ 

एरर अभी भी अjात हK। कुछ UVWचडZ मLैVWस पोल$नो<मअल और UVWचडZ मLैVWस फ़ंWशन के <लए 

इन बकैवडZ एरर का अOययन Pकया गया है। 

 

हम परैामीटर-EनभZर ह<मZLटयन मLैVWस के दसूरे सबसे बड़ ेआइगेनव.ैय ूके संदभZ मI <समेLVक 

मLैVWस से जड़ु ेकुछ कंUVInस के तहत रेले कौशKट को ऑिqटमाइज़ करने के <लए Uपsट अ<भNयिWत 

1ाqत करत े हK, िजसने हमI UWय-ू<समेLVक, T-इवन, T-ओड, T-प<ैलvwो<मक, और T-एंट$पा<लwंो<मक 

उxच yडzी मLैVWस पोल$नो<मअल के <लए आइगेनव.ैय ूबकैवडZ एरर को 1ाqत करने क^ अनमुEत द$ है। 

 

हम रैशनल मLैVWस फ़ंWशन क^ UVWचडZ आइगेनव.ैय ूबकैवडZ एरर के <लए Uपsट गणना यो{य 

स|ू 1ाqत करने के <लए [14,15] के 6वचारH का 6वUतार करत ेहK। 

 

G(z) = &z!
"

!#$

A! +&w%(z)E%

&

%#'
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जहा ँगुणांक (𝐴$, 𝐴', … , 𝐴(, 𝐸', … , 𝐸)) ∈ 𝑆 ⊆ (𝐶*,*)(,),' मLैVसेस, और 𝑤-(𝑧) =
.!(0)

2!(0)
, जहा ँ𝑠-(𝑧) और 

𝑞-(𝑧), के <लए 𝑗 = 1,2, … , 𝑘 कुछ <समेLV गुण का अनसुरण करने वाले Uकेलर पोल$नो<मअल हK। इसके 

<लए हम आइगेनव.ैय ूबकैवडZ एरर समUया को ह<मZLटयन कंUVInस या <समेLVक कंUVInस के तहत रेले 

कौशKट को अcधकतम करने क^ एक समत.ुय समUया मI सधुारत ेहK। ये कंUVInस रैशनल मLैVWस फ़ंWशन 

क^ UVWचर और 𝐺(𝑧) मI परैामीटर 𝑑 और 𝑘 पर EनभZर करती हK। 

 

रैशनल मLैVWस फ़ंWशनH के आइगेनव.ैय ूऔर संबंcधत रोसेन�ॉक <सUटम मLैVWस के बीच संबंध 

के कारण, हम रोसेन�ॉक <सUटम मLैVWस के <लए आइगेनव.ैय ूबकैवडZ एरर 1ाqत करने पर भी 6वचार 

करत ेहK। हम रोसेन�ॉक <सUटम मLैVWस क^ आइगेनव.ैय ूबकैवडZ एरर क^ गणना करने के <लए दो 

अलग-अलग उपायH के <लए दो अलग-अलग �िsटकोण 1दान करत ेहK, एक इसे दो सामाvयीकृत रेले 

कौशKट के योग को अनकूु<लत करने क^ एक समत.ुय समUया मI Fर�यसू करके और दसूरा 2लॉक 

डायगोनल परटब�शन के तहत एक कांUटIट मLैVWस के UVWचडZ 𝜇-व.ैय ूके माOयम से।  

 

मLैVWस पI<सल/पोल$नो<मअल क^ आइगेनव.ैय ूबकैवडZ एरर yडUटIस टू <सगंुलFैरट$ से संबंcधत हK, 

अथाZत,  Eनकटतम <सगंुलर मLैVWस पI<सल/पोल$नो<मअल क^ दरू$। ऐसा इस<लए है WयHPक यLद 𝐴 + 𝑠𝐸 

कोई रेगुलर मLैVWस पI<सल है, तो Eनकटतम <सगंुलर मLैVWस पI<सल क^ दरू$ सभी Uकेलर λ ∈ C पर 

𝐴 + 𝑠𝐸 क^ आइगेनव.ैय ूबकैवडZ एरर के Eन3नतम �वारा नीचे से EनधाZFरत क^ जाती है। एक रेगुलर 

मLैVWस पI<सल 𝐴 + 𝑠𝐸 Lदए जाने पर, yडUटIस टू <सगंुलFैरट$ jात करने क^ समUया ने साLहMय मI बहुत 

काम Pकया है और यह अभी भी एक खलु$ समUया है। यLद हम कोएPफ़<शएंट मLैVWस पर अEतFरWत 

UVWचर पर 6वचार करत े हK, तो UVWचडZ yडUटIस टू <सगंुलFैरट$ (समान UVWचर के साथ Eनकटतम 

<सगंुलर पI<सल क^ दरू$) क^ गणना करने क^ समUया अcधक कLठन हो जाती है और जहा ँतक हम 

जानत ेहK, मLैVWस पI<सल पर UVWचर के साथ इस समUया का साLहMय मI पता नह$ं लगाया गया है। 

हम एक कॉमन न.ल Uपेस वाले Eनकटतम UVWचडZ पI<सल A@ + zE@ क^ दरू$ के <लए Uपsट गणना यो{य 

स|ू 1ाqत करने के <लए एक 6वश�ुध 9प से रै�खक बीजग�णत-आधाFरत �िsटकोण देत ेहK। Pफर हम 

<सगंुलFैरट$ के <लए अनUVWचडZ और UVWचडZ दFूरयH के <लए गणना यो{य Eनचल$ सीमाओं का एक 

पFरवार 1ाqत करत ेहK। सं�याMमक 1योगH से पता चलता है Pक, कई मामलH मI, UVWचडZ और अनUVWचडZ 

दFूरयH के बीच एक महMवपणूZ अतंर है। हम इस �िsटकोण को उxच yडzी वाले UVWचडZ मLैVWस 

पोल$नो<मअल तक भी बढ़ात ेहK। 
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