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Abstract

With its origin embedded in attempts to solve the famous Four Color Problem,

graph coloring has flourished into one of the most important and well studied areas

of current research. Graph coloring, in general, is an assignment of colors, integers

from {1, 2, . . . , k}, to the vertex set or edge set of a graph. Various variations of

graph coloring have been defined and studied in literature, owing to their practi-

cal significance. In this thesis, we study the structural and algorithmic aspects of

four variations of graph coloring, namely, (i) neighbor-sum-2-distinguishing edge-

weighting, (ii) injective coloring, (iii) exact square coloring, and (iv) injective edge

coloring.

A neighbor-sum-distinguishing W -edge-weighting of a graph G = (V,E) is an

assignment ! of weights from a set of integers W to the set of edges E of G

such that for every pair of adjacent vertices, the incident sums induced by the

edge-weighting are di↵erent, where the incident sum of a vertex v induced by

the edge-weighting ! is �(v) =
P

u2N(v) !(uv), where N(v) is the set of neigh-

bors of v in G. Whereas, a neighbor-sum-2-distinguishing W -edge-weighting of G

is a neighbor-sum-distinguishing W -edge-weighting such that the incident sums of

every pair of adjacent vertices di↵er by at least 2. A recently proposed conjec-

ture about neighbor-sum-2-distinguishing {1, 3, 5}-edge-weighting states that any

graph with no component isomorphic to K2 admits a neighbor-sum-2-distinguishing
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{1, 3, 5}-edge-weighting. In this thesis, we prove that deciding whether there exists

a neighbor-sum-2-distinguishing {1, 3}-edge-weighting is NP-complete for bipartite

graphs. We present an algorithm that computes a neighbor-sum-2-distinguishing

{1, 3}-edge-weighting of the central graph of any graph in polynomial time and thus

prove the above conjecture for the central graph of any graph. We study another

aspect of neighbor-sum-2-distinguishing edge-weighting of a graph G, namely, the

minimum number of incident sums used by a neighbor-sum-2-distinguishing {1, 3}-

edge-weighting, which is denoted by �⌃>1,{1,3}(G). We prove that the problems of

deciding whether there exists a neighbor-sum-2-distinguishing {1, 3}-edge-weighting

of G from a given set of sums, and deciding whether �⌃>1,{1,3}(G)  k are NP-

complete for bipartite graphs. However, we provide both upper and lower bounds

on �⌃>1,{1,3}(C(G)) for central graphs of bipartite graphs and split graphs. We

also propose an algorithm that computes the optimal neighbor-sum-2-distinguishing

{1, 3}-edge-weighting of the central graphs of cycles and paths in polynomial time.

A vertex coloring of a graph G = (V,E) that uses k colors is called an injective k-

coloring of G if no two vertices having a common neighbor have the same color. The

minimum k for which G has an injective k-coloring is called the injective chromatic

number of G. Given a graph G and a positive integer k, the Decide Injective

Coloring Problem is to decide whether G admits an injective k-coloring. It is

known that Decide Injective Coloring Problem is NP-complete for bipartite

graphs. In this thesis, we strengthen this result by proving that this problem remains

NP-complete for perfect elimination bipartite graphs, star-convex bipartite graphs

and comb-convex bipartite graphs, which are proper subclasses of bipartite graphs.

Moreover, we show that for every ✏ > 0, it is not possible to e�ciently approximate

the injective chromatic number of a perfect elimination bipartite graph within a

factor of n
1
3�✏ unless ZPP = NP. However, we propose a linear time algorithm for

biconvex bipartite graphs and O(nm) time algorithm for convex bipartite graphs for

finding the optimal injective coloring. We prove that the injective chromatic number
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of a chordal bipartite graph can be determined in polynomial time. It is known

that Decide Injective Coloring Problem is NP-complete for chordal graphs.

We give linear time algorithms for computing the injective chromatic number of

proper interval graphs and threshold graphs, which are proper subclasses of chordal

graphs. Decide Injective Coloring Problem is also known to be NP-complete

for split graphs. We show that Decide Injective Coloring Problem remains

NP-complete for K1,t-free split graphs for t � 4 and polynomially solvable for t  3.

A vertex coloring of a graph G = (V,E) is called an exact square coloring of G if

any two vertices at distance exactly 2 receive di↵erent colors. The minimum number

of colors required by an exact square coloring is called the exact square chromatic

number of G and is denoted by �[#2](G). Given a graph G and a positive integer

k, the Exact Square Coloring Problem is to decide whether G admits an

exact square coloring using k colors. It is known that Exact Square Coloring

Problem is NP-complete for chordal graphs. In this thesis, we strengthen this

result by proving that this problem remains NP-complete for undirected path graphs,

which is a proper subclass of chordal graphs. However, we give linear time algorithms

for computing the exact square chromatic number of proper interval graphs and

threshold graphs. Moreover, for a proper interval graph G, we show that �[#2](G) 

3. We also propose a polynomial time algorithm to produce an exact square coloring

of a block graph G using at most �[#2](G)+1 colors. Next, we study a lower bound of

�[#2](G). A subset S of vertices of a graph G = (V,E) is called an exact square clique

of G if the distance between any two vertices in S is exactly 2. The cardinality of the

maximum exact square clique of G is called the exact square clique number of G and

is denoted by ![#2](G). Clearly, ![#2](G)  �[#2](G). Given a graph G and a positive

integer k, the problem of deciding whether ![#2](G) is at least k, is known to be

NP-complete for bipartite graphs and chordal graphs. In this thesis, we strengthen

these results by proving that this problem remains NP-complete for undirected path
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graphs, perfect elimination bipartite graphs, star-convex bipartite graphs and comb-

convex bipartite graphs. We also compute the exact value of ![#2](G) for proper

interval graphs, threshold graphs, block graphs and convex bipartite graphs.

An injective k-edge-coloring of a graph G = (V,E) is an assignment ! : E !

{1, 2, . . . , k} of colors to the edges of G such that any two edges e and f receive

distinct colors if there exists an edge g = xy di↵erent from e and f such that e

is incident on x and f is incident on y. The minimum value of k for which G

admits an injective k-edge-coloring is called the injective chromatic index of G and

is denoted by �0
i
(G). Clearly, an injective edge coloring is the natural edge-version

of the notion of an injective coloring. Given a graph G and a positive integer k, the

Injective Edge Coloring Problem is to decide whether G admits an injective

k-edge-coloring. It is known that Injective Edge Coloring Problem is NP-

complete for general graphs. In this thesis, we strengthen this result by proving

that Injective Edge Coloring Problem is NP-complete for bipartite graphs

by proving that this problem remains NP-complete for perfect elimination bipartite

graphs and star-convex bipartite graphs. However, we propose linear time algorithms

for computing the injective chromatic index of trees and chain graphs, which is a

proper subclass of both perfect elimination bipartite graphs and and star-convex

bipartite graphs. We also propose linear time algorithm for computing the injective

chromatic index of threshold graphs. A graph G is known as a perfect EIC-graph if

�0
i
(G) is equal to the number of edges in a maximum clique of G. We prove that

threshold graphs are perfect EIC-graphs.

Various operations defined over graphs form an important method to both con-

struct new graphs and structurally characterize particular graph classes. In this

thesis, we have also studied these variations of graph coloring under some stan-

dard graph operations and products, including Cartesian product, strong product,

lexicographic product, corona product, edge corona product, join, subdivision and

Mycielskian of a graph.



 

सार  
 !िस$ चार रगं सम+ा को हल करने के !यास3 म4 इसकी उ8ि: के साथ, <ाफ कलिरंग वतBमान शोध के सबसे 
महFपूणB और अLी तरह से अNयन िकए गए QेR3 म4 से एक म4 िवकिसत Sआ ह।ै <ाW कलिरंग, सामाX Yप स,े रगं3 का एक 

असाइनम4ट ह,ै {1,2,...,k} से पूणा[क, <ाW के वट\] सेट या एज सेट तक। उनके _ावहािरक महF के कारण, <ाफ कलिरंग के 

िविभb Yप3 को सािहc म4 पिरभािषत और अNयन िकया गया ह।ै इस थीिसस म4, हम <ाफ कलिरंग के चार Yप3 के संरचनाeक 

और एfोिरथम पहलुओ ंका अNयन करते हi, अथाBत्, (i) पkोसी-योग-2-िवभेदक िकनार-ेभार, (ii) इंजेnन कलिरंग, (iii) सटीक 

वगB रगं, और (iv) इंजेnन एज कलिरंग। 

 एक <ाफ G = (V,E) का एक पkोसी-योग-िवभेिदत W-िकनार-ेभार, पूणा[क W के एक सेट से G के िकनार3 E के सेट तक 

भार का एक असाइनम4ट ह,ै जैसे िक आसb कोन ेकी !cेक जोkी के िलए, िकनार-ेभार rारा !ेिरत घटना योग िभb होते हi, जहां 
िकनार-ेभार ω rारा !ेिरत एक शीषB v का घटना योग  होता ह,ै जहां N(v) G म4 v के पkोिसय3 का 
समुtय ह।ै जबिक, G का एक पkोसी-योग-2-िवभेिदत W-िकनार-ेभार एक पkोसी-योग-िवभेदकारी W-िकनार-ेभार ह,ै िजससे 
घटना के !cेक जोkे का योग होता ह ैआसb कोन ेकम से कम 2 से िभb होते हi। पkोसी-योग-2-भेद {1,3,5}-एज-विेटंग के बार े
म4 हाल ही म4 !vािवत अनुमान म4 कहा गया ह ैिक  के िलए कोई घटक आइसोमॉिफy क वाला कोई भी <ाफ एक पkोसी-योग -2  

-िवभेद {1, 3, 5}-िकनार-ेभार को zीकार करता ह।ैइस थीिसस म4, हम यह सािबत करते हi िक यह तय करना िक {ा कोई 

पkोसी-योग-2-िवभेद {1, 3}-एज-वेिटंग मौजूद ह,ै िrदलीय <ाफ के िलए एनपी-पणूB ह।ै हम एक एfोिरथम !vुत करते हi जो 
बSपद समय म4 िकसी भी <ाफ के क4 }ीय <ाफ के पkोसी-योग-2-भेद {1, 3}-िकनार-ेभार की गणना करता ह ैऔर इस !कार िकसी 
भी <ाफ के क4 }ीय <ाफ के िलए उपरो~ अनुमान को सािबत करता ह।ै हम एक <ाफ G के पkोसी-योग-2-िवभेदक िकनार-ेभार के 

एक अX पहलू का अNयन करते हi, अथाBत्, पkोसी-योग-2-भेद {1, 3}- िकनार-ेभार rारा उपयोग िकए जाने वाले घटना योग3 की 
Xूनतम सं�ा, जो ह ै  rारा िनYिपत। हम सािबत करते हi िक यह तय करने की सम+ाएं मौजूद हi िक {ा एक 

पkोसी-योग-2-भेद {1, 3}-िकनार-ेभार के एक िदए गए सेट से ह,ै और यह तय करना िक {ा   िrदलीय 

रखेांकन के िलए NP- पूणB हi। हालाँिक, हम िrदलीय <ाW और िवभािजत <ाW के क4 }ीय <ाW के िलए  पर 
ऊपरी और िनचली दोन3 सीमाएँ !दान करते हi। हम एक एfोिरथम भी !vािवत करते हi जो बSपद समय म4 च�3 और पथ3 के 

क4 }ीय रखेांकन के इ�तम पkोसी-योग-2-िवभेद {1, 3}-िकनार-ेभार की गणना करता ह।ै 

 <ाफ G = (V, E) का एक शीषB रगं जो k रगं3 का उपयोग करता ह,ै G का एक इंजेि�व k- रगं कहलाता ह ैयिद एक 

समान पkोसी वाले दो शीष� का रगं समान नह� ह।ै Xूनतम k िजसके िलए G म4 एक इंजेि�व k-रगं ह,ै G की इंजेि�व �ोमैिटक 

σ (v) = ∑u∈N(v) ω(uv)

K2

γΣ>1,{1,3}(G )
γΣ>1,{1,3}(G ) ≤ k

γΣ>1,{1,3}(C(G ))



सं�ा कहलाती ह।ै एक <ाW G और एक धनाeक पणूा[क k को देखते Sए, िडसाइड इंजेि�व कलिरंग सम+ा यह तय करना ह ै

िक G एक इंजेि�व k-रगं को zीकार करता ह ैया नह�। यह �ात ह ैिक िडसाइड इंजेि�व कलिरंग !ॉ�म िrदलीय <ाफ के 

िलए एनपी-पूणB ह।ै इस थीिसस म4, हम यह सािबत करके इस पिरणाम को मजबूत करते हi िक यह सम+ा पणूB उ�ूलन िrदलीय 

<ाफ, �ार-उ:ल िrदलीय <ाफ और कंघी-उ:ल िrदलीय <ाफ के िलए एनपी-पणूB बनी Sई ह,ै जो िrदलीय <ाफ के उिचत उपवगB 
हi। इसके अलावा, हम िदखाते हi िक !cेक  के िलए,  के एक कारक के भीतर एक पणूB उ�लून िrदलीय <ाफ के 

इंजेि�व रगंीन सं�ा को कुशलतापूवBक अनुमािनत करना संभव नह� ह,ै जब तक िक ZPP = NP न हो। हालांिक, हम इ�तम 

इंजेि�व रगं खोजने के िलए उभयिलंगी िrदलीय <ाफ और उ:ल िrदलीय <ाफ के िलए  समय एfोिर�म के िलए एक 

रिैखक समय एfोिर�म का !vाव करते हi। हम िस$ करते हi िक एक कॉडBल िrदलीय <ाफ की अंतःQपेी विणy क स�ंा बSपद 

समय म4 िनधाBिरत की जा सकती ह।ै यह �ात ह ैिक कॉडBल <ाफ के िलए िडसाइड इंजेि�व कलिरंग !ॉ�म एनपी-क��ीट ह।ै 

हम उिचत अंतराल <ाW और �ेशो� <ाW के इंजेि�व �ोमैिटक नंबर की गणना के िलए रिैखक समय एfोिरदम देते हi, जो 
कॉडBल <ाW के उिचत उपवगB हi। िडसाइड इंजेि�व कलिरंग !ॉ�म को ि��ट <ाफ के िलए एनपी-क��ीट के Yप म4 भी जाना 
जाता ह।ै हम िदखाते हi िक िडसाइड इंजिे�व कलिरंग !ॉ�म  �ी ि��ट <ाW,  के िलए NP-पूणB बनी Sई ह,ै और 

 के िलए बSपद Yप से सॉ� करने यो� ह।ै 

 <ाफ G = (V, E) के शीषB रगं को G का सटीक वगाBकार रगं कहा जाता ह ैयिद ठीक 2 की दूरी पर ि�त िक � दो शीष� 
को अलग-अलग रगं !ा¡ होत ेहi। एक सटीक वगB रगं के िलए आव¢क रगं3 की Xूनतम सं�ा को G का सटीक वगB विणy क 

सं�ा कहा जाता ह ैऔर इसे  rारा दशाBया जाता ह।ै एक <ाफ G और एक धनाeक पूणा[क k को देखत ेSए, सटीक 

वगB रगं सम+ा यह तय करना ह ैिक {ा G k रगं3 का उपयोग करके एक सटीक वगB रगं zीकार करता ह।ै यह �ात ह ैिक कॉडBल 

<ाफ के िलए सटीक वगB रगं सम+ा एनपी-पूणB ह।ै इस थीिसस म4, हम यह सािबत करके इस पिरणाम को मजबूत करते हi िक यह 

सम+ा अ!cQ पथ रखेांकन के िलए एनपी-पणूB बनी Sई ह,ै जो िक कॉडBल <ाफ का एक उिचत उपवगB ह।ै हालांिक, हम उिचत 

अंतराल <ाW और �ेशो� <ाW की सटीक वगB रगंीन सं�ा की गणना के िलए रिैखक समय एfोिरदम देते हi। इसके अलावा, 
एक उिचत अंतराल <ाफ G के िलए, हम िदखात ेहi िक . हम एक बSपद समय एfोिर�म का भी !vाव करते हi 
जो �ॉक <ाW G का एक सटीक वगB रगं बनान ेके िलए अिधकतम रगं का उपयोग करता ह।ै इसके बाद, हम 

 की िनचली सीमा का अNयन करते हi। <ाW G = (V, E) के शीष� का एक उपसमtुय S, G का एक सटीक वगB समूह 

कहलाता ह,ै यिद S म4 िक � दो शीष� के बीच की दूरी ठीक 2 ह।ै G के अिधकतम सटीक वगB समूह की कािडy नैिलटी को सटीक 

कहा जाता ह ैG का वगB समूह सं�ा और  rारा िनYिपत िकया जाता ह।ै £� Yप स,े . एक 

<ाफ G और एक धनाeक पूणा[क k को देखते Sए, यह तय करने की सम+ा िक {ा  कम से कम k ह,ै को िrदलीय 

<ाW और कॉडBल <ाW के िलए NP-पूणB माना जाता ह।ै इस थीिसस म4, हम इन पिरणाम3 को यह सािबत करके मजबूत करते हi िक 

यह सम+ा अ!cQ पथ के िलए एनपी-पणूB बनी Sई ह ैरखेांकन, पणूB उ�लून िrदलीय रखेांकन, तारा-उ:ल िrदलीय रखेांकन 

और संयु~ उ:ल िrदलीय रखेांकन। हम उिचत अंतराल <ाW, �ेशो� <ाW, �ॉक <ाW और उ:ल िrदलीय <ाW के िलए 

 के सटीक मान की गणना भी करते हi। 

ϵ > 0 n
1
3 −ϵ

O(nm)

K1,t t ≥ 4
t ≤ 3

χ[#2](G )

χ[#2](G ) ≤ 3
χ[#2](G ) + 1

χ[#2](G )

ω[#2](G ) ω[#2](G ) ≤ χ[#2](G )
ω[#2](G )

ω[#2](G )



 <ाफ G = (V,E) का एक इंजेnन k-िकनार-ेरगं एक असाइनम4ट ह ै  रगं3 का G के िकनार3 पर 
इस तरह िक कोई भी दो िकनार ेe और f अलग-अलग रगं !ा¡ कर¤ यिद कोई िकनारा मौजूद ह ैg = xy, e और f स ेिभb ह ैजैसे िक 

e, x पर घटना ह ैऔर f y पर आपितत ह।ै k का Xनूतम मान िजसके िलए G एक इंजेnन k-िकनार-ेरगं को zीकार करता ह,ै G 

का इंजेि�व �ोमैिटक इंडे] कहलाता ह ैऔर इसे  rारा दशाBया जाता ह।ै £� Yप स,े एक इंजेnन िकनार ेका रगं 

एक इंजेnन रगं की धारणा का !ाकृितक िकनारा-सं¦रण ह।ै एक <ाफ G और एक धनाeक पूणा[क k को देखते Sए, 

इंजेि�व एज कलिरंग सम+ा यह तय करना ह ैिक G एक इंजेि�व k-एज-कलिरंग को zीकार करता ह ैया नह�। यह �ात ह ैिक 

सामाX रखेांकन के िलए इंजेि�व एज कलिरंग सम+ा एनपी- पूणB ह।ै इस थीिसस म4, हम यह सािबत करके इस पिरणाम को 
मजबूत करते हi िक िrदलीय <ाफ के िलए इंजnेन एज कलिरंग सम+ा एनपी-पणूB ह,ै यह सािबत करके िक यह सम+ा पूणB 
उ�ूलन िrदलीय <ाफ और �ार-उ:ल िrदलीय <ाफ के िलए एनपी-पूणB बनी Sई ह।ै हालांिक, हम पेk3 और चेन <ाफ के 

इंजेnन �ोमेिटक इंडे] की गणना के िलए रिैखक समय एfोिरदम का !vाव करते हi, जो िक पूणB उ�ूलन िrदलीय <ाफ 

और �ार-उ:ल िrदलीय <ाफ दोन3 का एक उिचत उपवगB ह।ै हम �ेशो� <ाW के इंजिे�व �ोमैिटक इंडे] की गणना के िलए 

रिैखक समय एfोिर�म का भी !vाव करते हi। एक <ाफ G को एक पूणB EIC-<ाफ के Yप म4 जाना जाता ह ैयिद , G के 

अिधकतम समूह म4 िकनार3 की स�ंा के बराबर ह।ै हम सािबत करते हi िक �ेशो� <ाफ सही EIC-<ाफ हi। 

 <ाW पर पिरभािषत िविभb ऑपरशेन नए <ाW बनान ेऔर िवशेष <ाW वग� को संरचनाeक Yप से िचि¨त करन ेके 

िलए एक महFपूणB िविध बनाते हi। इस थीिसस म4, हमने कुछ मानक <ाफ संचालन और उ8ाद3 के तहत <ाफ रगं भरने की इन 

िविवधताओ ंका भी अNयन िकया ह,ै िजसम4 काट\िशयन उ8ाद, मजबूत उ8ाद, लेि]को<ािफक उ8ाद, कोरोना उ8ाद, एज 

कोरोना उ8ाद, जॉइन, उपखंड और एक <ाफ के माइिसलि¦यन शािमल हi। 

ω : E → {1,2,…, k}

χ′ i(G )

χ′ i(G )
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