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Abstract

We study sampling based algorithms for clustering problems, in particular the k-means

clustering problem. Given dataset X ⊆ Rd and an integer k as input, the objective in

the k-means problem is to output a set C ⊆ Rd of k centers such that the k-means cost

function, φ(C,X) =
∑

x∈X minc∈C ||c− x||2, is minimized. This gives a natural clustering

of the points where all the points having the same nearest center in C belong to the same

cluster. k-means clustering is one of the most widely used clustering problems in practice.

The k-means problem is also known to be NP-hard. Approximation algorithms for k-

means problem giving constant approximation guarantee in polynomial time are known.

However, Lloyd’s heuristic (also known as the k-means algorithm) is usually used to

solve the k-means problem in practice. This is a local search technique described as

follows: Starting with an arbitrary set of k centers, make local improvements until no

further improvement is possible. Even though this heuristic performs well in practice, it

does not give any theoretical guarantees. The method of choosing the initial k centers for

Lloyd’s heuristic is known as seeding. Note that seeding is done arbitrarily in Lloyd’s

heuristic. Arthur and Vassilvitskii [17] showed that a simple adaptive seeding technique,

known as k-means++ seeding, gives O(log k)-approximation for k-means in expectation.
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The k-means++ seeding uses D2-sampling to sample one center in each of the k iterations.

D2-sampling with respect to any center set C chooses a point with probability proportional

to the squared Euclidean distance from the point to its nearest center in C. D2-sampling is

known to be very useful in designing algorithms for clustering problems. Our work in this

context may be seen as an attempt to understand the scope and limitations of D2-sampling

based algorithms for k-means problem. Next, we describe the main results from this study.

Arthur and Vassilvitskii gave examples of instances on which k-means++ seeding yields

Ω(log k)-approximation in expectation (along with a matching upper bound). Brunsch and

Röglin [40] showed that there are instances on which k-means++ seeding gives Ω(log k)-

approximation with probability close to one. However, these lower bound instances were

high dimensional. It was conjectured that k-means++ seeding performs better on low

dimensional datasets. We refute this conjecture by constructing low dimensional instances

on which k-means++ seeding yields Ω(log k)-approximation with high probability [36].

In an attempt to better understand the k-means cost function, we study the relationship

between the number of centers k and the optimal k-means cost for any datasetX ⊆ Rd. For

any ε > 0, we define Lk,εX to be the smallest number such that optimal Lk,εX -means cost is at

most ε times the optimal k-means cost on dataset X . We compute upper and lower bounds

on this number, Lk,εX [35]. Our upper bound is better than the bounds known earlier where

as no such lower bound result was previously known. This also helped us in understanding

pseudo-approximation behaviour of the D2-sampling based k-means++ seeding algorithm.

Ding and Xu [48] introduced a unifying framework for considering variants of the k-

means problem where some constraints need to be satisfied by the optimal clustering in

addition to optimizing the k-means cost function. One example of such a problem is the
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r-gather clustering problem where the additional constraint is that the size of every cluster

should be at least r. The authors gave a (1 + ε)-approximation algorithm for a very general

version of the constrained k-means problem. We design a much faster D2-sampling based

(1 + ε)-approximation algorithm for the same problem [37]. We also give justification as

to why the currently known algorithms have running time that is exponential in k and 1
ε
.

In recent works semi-supervised learning frameworks have been studied that incorporates

domain knowledge to design polynomial time algorithms for NP-hard optimization

problems. Ashtiani et al. [19] designed one such semi-supervised framework for active

learning of clustering (SSAC) that has access to a same-cluster query oracle. The oracle

gives answers to queries enquiring whether two objects belong to the same optimal

cluster or not. They gave a polynomial time algorithm for k-means in this framework

assuming some separation condition to hold for the dataset. We give a D2-sampling

based (1+ε)-approximation algorithm for k-means clustering in SSAC framework without

any separation assumption on the dataset, and study upper and lower bounds on the

query complexity for (1 + ε)-approximation of k-means [10]. Our lower bound result

is conditioned on the Exponential time hypothesis (ETH). We also get similar results for

correlation clustering [9].

Clustering problems are routinely solved in practice. Since sampling algorithms play

such a crucial role in the algorithms we design for clustering problems, we study how well

these sampling algorithms can be implemented, particularly in space restricted settings.

We focus on two such settings, the streaming setting and the query model. In streaming

setting, we study uniform and non-uniform sampling algorithms. We design algorithms

that optimize the number of required random bits and space [34].
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सार 
 
 
 
 
 
हम �ल�ट�रगं सम�याओं के �लए नमनूा आधा�रत ए�गो�रदम का अ�ययन करते ह�, �वशषे �प से k-मी�स �ल�ट�रगं                 
सम�या। �दया गया डटेासेट X ⊆ R^d और इनपटु के �प म� एक पणूा�क k, k-मी�स सम�या का उ�दे�य k क� �� के सेट                       
C ⊆ R^d को आउटपटु करना है जसेै �क k-मी�स लागत फ़ं�शन, φ(C, X) = x∈X min c∈C ||c − x||^2, कम �कया                       
गया है। यह उन �बदंओुं का �ाकृ�तक �ल�ट�रगं देता है जहां C म� समान �नकटतम क� � वाले सभी �बदंु एक ह� �ल�टर                      
से संबं�धत होते ह�। k-मी�स �ल�ट�रगं अ�यास म� सबसे �यापक �प से इ�तमेाल �ल�ट�रगं सम�याओं म� से एक है।                   
k-मी�स सम�या को एनपी-हाड� भी कहा जाता है। k-मी�स सम�या के �लए अनमुा�नत ए�गो�रदम बहुपद समय म�                 
�नरंतर अनमुान गारंट� �दान करते ह�। हालां�क, लॉयड के �य�ुरि�टक (िजसे k-मी�स ए�गो�रदम भी कहा जाता है)                 
आमतौर पर अ�यास म� k-मी�स सम�या को हल करने के �लए उपयोग �कया जाता है। यह �न�नानसुार व�ण�त एक                   
�थानीय खोज तकनीक है: k क� �� के मनमानी सेट से श�ु होने तक, �थानीय सधुार कर� जब तक �क कोई और सधुार                      
संभव न हो। भले ह� यह �य�ुरि�टक अ�यास म� अ�छा �दश�न करता है, यह �कसी भी स�ैधां�तक गारंट� नह�ं देता है।                     
लॉयड के हे�रि�टक के �लए �ारं�भक के क� �� को चनुने क� �व�ध को सी�डगं के �प म� जाना जाता है। �यान द� �क सी�डगं                        
लॉयड के हे�रि�टक म� मनमाने ढंग से �कया जाता है। आथ�र और वा�सल�व��क� [17] ने �दखाया �क एक सरल अनकूुल�                    
सी�डगं तकनीक, िजसे k-मी�स++ सी�डगं के नाम से जाना जाता है, उ�मीद म� k-मी�स के �लए ओ O(log                  
k)-ए�ो�साइ�मशन देता है। k-मी�स++ सी�डगं D^2-स�प�लगं का उपयोग ��येक के पनुराव�ृ�य� म� एक क� � का नमनूा                
करने के �लए करता है। �कसी भी क� � सेट C के सबंधं म� D^2-स�प�लगं �बदंु से यिू�ल�डयन दरू� के �लए आनपुा�तक                     
संभावना के साथ एक �बदंु चनुता है, सी। D^2-स�प�लगं म� �नकटतम क� � म� �ल�ट�रगं सम�याओं के �लए ए�गो�रदम                  
�डजाइन करने म� बहुत उपयोगी माना जाता है । इस सदंभ� म� हमारे काम को के-साधन सम�या के �लए D^2-स�प�लगं                    
आधा�रत ए�गो�रदम के दायरे और सीमाओं को समझने के �यास के �प म� देखा जा सकता है। इसके बाद, हम इस                     
अ�ययन से म�ुय प�रणाम� का वण�न करत ेह�। 
 
आथ�र और वा�सल�व��क� ने उदाहरण� के उदाहरण �दए िजन पर k-मी�स++ सी�डगं पदैावार Ω(log k) - उ�मीद म�                  
अनमुान (ऊपर� बाउंड के साथ)। �संच और रोि�लन [40] ने �दखाया �क ऐसे उदाहरण ह� िजन पर k-मी�स++ सी�डगं                   
Ω(log k) देता है - एक के कर�ब संभावना के साथ अनमुान। हालां�क, ये �नचले बा�य उदाहरण उ�च आयामी थे। यह                     
अनमुान लगाया गया था �क k-मी�स++ सी�डगं कम आयामी डटेासेट पर बेहतर �दश�न करती है। हम इस अनमुान को                   
कम आयामी उदाहरण� का �नमा�ण करके अ�वीकार करते ह� िजन पर k-मी�स++ सी�डगं उपज Ω(log k) - उ�च                  
संभावना वाले ��तकृ�त [36]। 
 
k-मी�स लागत समारोह को बेहतर ढंग से समझने के �यास म�, हम �कसी भी डटेासेट X ⊆ R^d के �लए क� �� क� स�ंया                       
और इ�टतम के-साधन लागत के बीच संबधं� का अ�ययन करते ह�। �कसी भी ε> 0 के �लए, हम L_ {k, ε} (X) को सबसे                        
छोट� सं�या के �प म� प�रभा�षत करते ह� जसेै �क इ�टतम L_ {k, ε} (X) -मे�स लागत डटेासेट पर इ�टतम k-मी�स                     
लागत सबसे अ�धक ε बार होती है X. हम इस नबंर पर ऊपर� और �नचल� सीमाओं क� गणना करते ह�, L_ {k, ε} (X)                        
[35]। हमार� ऊपर� सीमा पहले �ात सीमाओं से बेहतर है, जहां पहले इस तरह के �नचले बा�य प�रणाम को �ात नह�ं                     
�कया गया था। इससे हम� D^2-स�प�लगं आधा�रत k-मी�स++ सी�डगं ए�गो�रदम के छ�म-अनमुा�नत �यवहार को              
समझने म� भी मदद �मल�। 
 
�डगं और ज ू[48] ने के-के सं�करण� पर �वचार करने के �लए एक एक�कृत ढांचा ��ततु �कया। 
इसका मतलब है �क k-मी�स लागत समारोह को अनकूु�लत करने के अलावा कुछ बाधाओं को इ�टतम �ल�ट�रगं से                  
संत�ुट होने क� आव�यकता है। ऐसी सम�या का एक उदाहरण आर-इक�ठा �ल�ट�रगं सम�या है जहां अ�त�र�त बाधा                 
यह है �क ��येक �ल�टर का आकार कम से कम आर होना चा�हए। लेखक� ने बा�यकार� के-साधन सम�या के एक बहुत                     
ह� सामा�य सं�करण के �लए एक (1+ε)-ए�ो�साइ�मशन ए�गो�रदम �दया। हम एक ह� सम�या के �लए एक बहुत तजेी                  
से डी ^ 2-नमनूा आधा�रत (1+ε)-ए�ो�साइ�मशन ए�गो�रदम �डजाइन [37]। हम औ�च�य भी देते ह� �क वत�मान म�                 
�ात ए�गो�रदम म� समय चल रहा है जो �क के और 1 / ε म� घातीय है। 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
हाल के काय� म� अ��ध पय�वे��त �श�ण ढांचे का अ�ययन �कया गया है िजसम� एनपी-हाड� ऑि�टमाइज़ेशन सम�याओं                 
के �लए बहुपद समय ए�गो�रदम �डजाइन करने के �लए डोमेन �ान शा�मल है। एस�टअानी एट अल। [19] �ल�ट�रगं                  
(एसएसएसी) क� स��य �श�ा के �लए इस तरह के एक अ��ध पय�वे��त ढांचे को �डजाइन �कया गया है िजसम� एक ह�                     
�ल�टर �वेर� ऑरैकल तक पहंुच है। ऑरैकल पछूताछ के जवाब देता है �क �या दो ऑ�जे�ट एक ह� इ�टतम �ल�टर से                     
संबं�धत ह� या नह�ं। उ�ह�ने इस ढांचे म� डटेासेट के �लए कुछ अलगाव ि�थ�त रखने के �लए के-साधन� के �लए बहुपद                     
समय ए�गो�रदम �दया। हम डटेासेट पर �कसी भी पथृ�करण धारणा के �बना एसएसएसी �ेमवक� म� k-मी�स                
�ल�ट�रगं के �लए D^2-स�प�लगं आधा�रत (1+ε)-�ोि�समेशन ए�गो�रदम देते ह�, और �वेर� ज�टलता (1+ε) के �लए               
ऊपर� और �नचल� सीमाओं का अ�ययन करते ह� - के-साधन� का अनमुान [10]। हमारे �नचले बा�य प�रणाम घातीय                  
समय प�रक�पना (ईट�एच) पर सशत� है। हम� सहसंबंध �ल�ट�रगं के �लए भी इसी तरह के प�रणाम �मलत ेह� [9]। 
 
�ल�ट�रगं सम�याओं को �नय�मत �प से अ�यास म� हल �कया जाता है। नमनूा ए�गो�रदम खेलने के बाद से �ल�ट�रगं                   
सम�याओं के �लए �डजाइन �कए गए ए�गो�रदम म� ऐसी मह�वपणू� भ�ूमका, हम अ�ययन करते ह� �क इन नमनूा                  
ए�गो�रदम को �कतनी अ�छ� तरह से काया�ि�वत �कया जा सकता है, खासकर �थान ��तब�ंधत से�ट�ंस म�। हम दो ऐसी                   
से�ट�ंस, ����मगं से�टगं और �वेर� मॉडल पर �यान क� ��त करते ह�। ����मगं से�टगं म�, हम समान और गरै समान                   
नमनूा ए�गो�रदम का अ�ययन करते ह�। हम ए�गो�रदम �डज़ाइन करते ह� जो आव�यक या�ि�छक �ब�स और �पेस क�                  
सं�या को अनकूु�लत करत ेह� [34]। 
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