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Abstract

Let Fqm be an extension of degree m of the finite field Fq. An element

α ∈ Fqm is primitive if and only if it the generator of F∗qm , the multiplica-

tive group of non zero elements of Fqm . Further, for a rational function

f(x) ∈ Fqm(x), a pair (α, f(α)) is a primitive pair in Fqm if both α and f(α)

are primitive elements in Fqm . Also α ∈ Fqm is normal over Fq, if the set

{α, αq, αq2 , · · · , αqm−1} forms a basis of Fqm over Fq and trace of α over Fq,
denoted by TrFqm/Fq(α), is given by α + αq + αq

2
+ · · · + αq

m−1
. This thesis

is devoted to the study of primitive pairs, primitive pairs with prescribed

traces and primitive normal pairs with one prescribed trace over finite fields.

In this thesis, we obtain a sufficient condition for the existence of primitive

pair (α, f(α)) in Fq for non exceptional rational functions. Here, we say that

a rational function f(x) is non exceptional if it is not of the form f(x) =

cxjgd(x), where j is any integer (positive, negative or zero), d > 1 divides

q−1 and c ∈ F∗q, for any rational function g(x) ∈ Fq(x). Using that condition

along with the sieving criterion for rational functions of degree sum 2, we

conjectured the existence of primitive pairs in Fq whenever q > 331.

Also, for the rational functions of the form f = f1/f2, where f1 and f2

are co-prime irreducible polynomials over Fqm , we proved the existence of

primitive pair (α, f(α)) in Fqm such that TrFqm/Fq(α) and TrFqm/Fq(α
−1) are

prescribed in Fq. Additionally, for rational functions of degree sum 2 and

m ≥ 7, we guarantee the existence of such pairs in Fqm for all (q,m) except

for at most 64 choices.
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Further, we consider all the conditions simultaneously and for non ex-

ceptional rational functions, we obtain a sufficient condition for the exis-

tence of primitive pair (α, f(α)) in Fqm such that α is normal over Fq and

TrFqm/Fq(α
−1) is prescribed in Fq. We further improve this condition by prov-

ing an extension of the sieving result due to Cohen and Anju [13] for our case.

Using the sufficient condition and sieving criterion for rational functions of

degree sum 2, finite fields of characteristic 5 and m ≥ 3, we proved the

existence of such pairs in Fqm except for at most 20 values of (q,m).



सारांश

मान लीिजए िक Fqm , पिरिमत फील्ड Fqका िडग्री m का एक एक्सटेंसन है| Fqm का एक तत्व
α प्रीिमिटव होगा यिद और केवल यिद वह गैर शून्य तत्वाें के समूह F∗

qmका जनक है| िकसी पिरमेय
फलन f(x) ∈ Fqm(x) के िलए, एक जोड़ा (α, f(α), Fqm में प्रीिमिटव जोड़ा होगा यिद α और
f(α) दोनाें Fqm के प्रीिमिटव तत्व हैं| साथ ही α ∈ Fqm , Fq पर नॉमर्ल होगा यिद समुच्चय
{α, αq, αq2 , · · · , αqm−1}, Fqm का Fq पर एक आधार बनाता है तथा Fq पर α की टै्रस को
TrFqm/Fq(α) से िनरूिपत िकया जाता है , िजसको α+αq +αq2 + · · ·+αqm−1 से पिरिकिलत
िकया जाता है | यह शोध प्रबंध पिरिमत फील्ड मे प्रीिमिटव जोड़े, िनधार्िरत टै्रस के साथ प्रीिमिटव जोड़े
तथा एक िनधार्िरत टै्रस के साथ िप्रिमिटव नॉमर्ल जोड़े के अध्ययन के िलए समर्िप͆त है|

इस शोध प्रबंध मे हमने गैर असाधारण पिरमेय फलन के िलए Fq मे प्रीिमिटव जोड़ा (α, f(α))
के अिसतत्व के िलए पयार्प्त शतर् प्राप्त की| यहाँ, पिरमेय फलन f(x) गैर असाधारण होगा यिद
वह f(x) = cxjgd(x) रूप का न हो, जहां j कोई भी पूणार्ंक (धनात्मक, ऋणात्मक या शून्य
), d(> 1)|q − 1, c ∈ F∗

q तथा g(x) ∈ Fq(x) कोई भी पिरमेय फलन है| घात योग 2 के
पिरमेय फलनाें के िलए इस पयार्प्त शतर् को सीवींग मापदंड के साथ प्रयोग करके, हमने Fq मे, जब भी
q > 331 हो, प्रीिमिटव जोड़ाें के अिसतत्व का अनुमान लगाया|

साथ ही, f = f1/f2 प्रकार के पिरमेय फलनाें के िलए, जहां f1, f2, Fqm पर सह अभाज्य
अलघुयकरणीय बहुपद हैं , हमने Fqm में िप्रिमिटव जोड़े (α, f(α)) के अिसतत्व को िसद्ध िकया जहां
TrFqm/Fq(α) और TrFqm/Fq(α

−1), Fq में िनधार्िरत है| इसके साथ ही, घात योग 2 के पिरमेय
फलनाें और m ≥ 7 के िलए, हम (q,m) के ज्यादा से ज्यादा 64 िवकल्पाें के िसवाय, सभी Fqm

मे इस प्रकार के जोड़ाें के अिस्तत्व की प्रत्याभूित देते हैं|
आगे, हमने सभी शतार्ें को एक साथ िलया और गैर असाधारण पिरमेय फलनाें के िलए, हमने

Fqm में िप्रिमिटव जोड़े (α, f(α)) के अिस्तत्व के िलए एक पयार्प्त शतर् प्राप्त की जहां α, Fq पर
नॉमर्ल हो तथा TrFqm/Fq(α

−1), Fq मे िनधार्िरत हो| हमने Cohen और Anju[13] के सीवींग



पिरणाम को अपने मामले मे आगे बढ़ाते हुए इस पयार्प्त शतर् को सुधारा| घात योग 2 के पिरमेय फलनाें ,
अिभलक्षण 5 के पिरिमत फील्ड तथा m ≥ 3 के िलए पयार्प्त शतर् और सीवींग मापदंड का इस्तेमाल
करते हुए, हमने (q,m) के ज्यादा से ज्यादा 20 मान के िसवाय, Fqm मे इस प्रकार के िप्रिमिटव जोड़ाें
के अिस्तत्व को िसद्ध िकया|
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