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Abstract

In a communication system, data are transmitted from a sender to a receiver via a channel. This

channel is often affected by many sources of noise and interference, which may damage the data

during transmission. It is not always possible to get rid of this problem by simply improving the

quality of communication channel. To overcome this situation, error-correcting codes are helpful

upto a great extent to detect and even correct errors that occur when data are transmitted across some

noisy channel. Linear codes have been in use in communication systems and data storage in daily

life. We are interested in codes with high error-correcting capacity and minimum redundancy; in

other words, we want to find codes with large minimum “Hamming distance” and small “length”.

High minimum distance and small length are controversial goals for the optimization of codes. A

linear code C is called distance optimal if there exists no linear code with higher minimum distance

(than that of C) but with the same code length and the same code size (as that of C). A distance optimal

code has the highest possible error-correcting capacity for a given code length and code size.

Secret sharing schemes are becoming essential nowadays; in fact, these are used heavily in electronic

voting systems, cryptographic protocols, banking systems, etc. “Minimal linear codes” have interesting

applications in secret sharing schemes and secure two-party computation. “LCD codes” are important

linear codes due to their use in implementations against side-channel attacks and fault injection

attacks. Thus, it is of great interest to construct and investigate linear codes which have many

applications, for instance, LCD codes, minimal codes and distance optimal codes.

In this thesis, we construct linear codes over certain finite fields and finite rings and study their

algebraic structures. The non-unital rings I, E and F (notation is due to Fine [26]) are used as code

alphabets. We use the mathematical object called simplicial complex in this construction. Using these

linear codes, we obtain two types of binary linear codes. The first one (called subfield or subfield-

like codes) is obtained with the help of certain linear functionals (for instance, the trace map) and
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vi ABSTRACT

the other one is obtained with the help of certain isomorphisms of vector spaces (called Gray maps).

The weight distributions of all these codes are computed. Most of these binary codes are few-weight

minimal linear codes. With respect to the “Griesmer bound”, a few classes of distance optimal codes

are obtained. Sufficient conditions for these binary linear codes to be self-orthogonal are obtained.

This is the first attempt to study the structure of linear codes over non-unital rings using simplicial

complexes.

The hull of a linear code is the intersection of the code with its dual. We construct linear codes over

finite fields using multiplicative characters of other finite fields and study their hull. We discuss certain

sufficient conditions under which these are either linear complementary dual (in short, LCD) codes

or linear codes with one-dimensional hull. General Gauss sums are used heavily to achieve these

results. Finally, we show that if the base field is of characteristic 2, these codes are “isodual”. An

additive complementary dual (in short, ACD) code is a generalization (in fact, an exact analogue) of

an LCD code in the class of additive codes. ACD codes are considered over the ring Z2R, where

R = Z2[u]
⟨u4⟩ . We investigate free “self-dual codes” over R. A condition that ensures an additive

code to be an ACD code is established. Furthermore, for a separable additive code to be an ACD

code, a necessary and sufficient condition is established. We consider a Gray map under which

certain additive codes become binary LCD codes. We also present a few optimal (or almost optimal)

binary LCD codes. Moreover, a number of weight enumerators are computed and the corresponding

“MacWilliams identities” are discussed.
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संचार प्रणाली में, डेटा एक चैनल के माध्यम से प्रेषक से ररसीवर तक प्रेषषत ककया जाता है। यह 
चैनल अक्सर शोर और हस्तक्षेप के कई स्रोतों से प्रभाषवत होता है, जो ट्ांसममशन के दौरान डेटा 
को नकुसान पहंुचा सकता है। केवल संचार चैनल की गुणवत्ता में सुधार करके इस समस्या से 
छुटकारा पाना हमेशा संभव नहीं होता है। इस स्स्ितत से उबरन े के मलए, एरर-करेस्क्टंग (त्रुटट-
सुधार) करने वाले कोड ककसी नॉइस (शोर) वाले चनैल में डेटा स्टोरेज होने पर होने वाली त्रुटटयों 
का पता लगाने और उन्हें ठीक करन ेमें काफी हद तक सहायक होत ेहै। दैतनक जीवन में सचंार 
प्रणामलयों और डेटा स्टोरेज में लीतनयर (रैखिक) कोड का उपयोग ककया गया है। हम उच्च त्रुटट-
सुधार क्षमता और न्यनूतम अततरेक वाले कोड में रुचच रिते है; दसूरे शब्दों में, हम बडे 
न्यूनतम "हैममगं दरूी" और कम "लंबाई" वाले कोड ढंूढना चाहते है। कोड के ऑस्टटमाइजेशन 
(इष्टतमीकरण) के मलए उच्च न्यनूतम दरूी और कम लंबाई षववादास्पद लक्ष्य है। यटद समान 
कोड लंबाई, समान कोड आकार और उच्च न्यूनतम दरूी के साि कोई लीतनयर कोड मौजूद नही ं
है, तो उस लीतनयर कोड को डडस्टेंस ऑटटीमल (दरूी इष्टतम) कहा जाता है। ककसी टदए गए 
कोड की लबंाई और कोड आकार के मलए डडस्टेंस ऑटटीमल कोड में उच्चतम संभाषवत एरर-
करेस्क्टंग क्षमता होती है। 
 
सीके्रट शेयररगं स्कीम (गुटत साझाकरण योजनाएँ) आजकल आवश्यक होती जा रही है; वास्तव 
में, इनका उपयोग इलेक्ट्ॉतनक वोटटंग मसस्टम, कक्रटटोग्राक़िक प्रोटोकॉल, बैंककंग मसस्टम आटद में 
बहुत ज्यादा ककया जाता है। ममतनमल लीतनयर कोड का सीके्रट शयेररगं स्कीम और सुरक्षक्षत दो- 
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पक्षीय गणना में टदलचस्प अनुप्रयोग है। साइड-चैनल अटैक और फाल्ट इंजेक्शन अटैक के 
खिलाफ कायाान्वयन में उपयोग के कारण "एल सी डी कोड" महत्वपूणा लीतनयर कोड है। इस 
प्रकार, लीतनयर कोड का तनमााण और जांच करना बहुत रुचचकर है स्जसमें कई अनपु्रयोग होते है, 
उदाहरण के मलए, एल सी डी कोड, ममतनमल कोड और डडस्टेंस ऑटटीमल कोड। 
 
इस िीमसस में, हम कुछ फाइनाइट फील्ड  (पररममत क्षेत्रों) और फाइनाइट ररगं (पररममत वलय) 
पर लीतनयर कोड बनाते है और उनकी बीजगखणतीय संरचनाओं का अध्ययन करते है। नॉन 
यूतनटल ररगं (गैर-इकाई वाल ेवलय) I, E और F ([26]) को कोड अल्फाबेट (वणामाला) के रूप 
में उपयोग ककया है। हम इस तनमााण में मसस््टलमसअल का्टलेक्स नामक गखणतीय वस्तु का 
उपयोग करते है। इन लीतनयर कोडों का उपयोग करके, हम दो प्रकार के बाइनरी लीतनयर कोड 
प्राटत करते है। पहला (स्जसे सबफील्ड या सबफील्ड-लाइक कोड कहा जाता है) कुछ लीतनयर 
फंक्शनल (उदाहरण के मलए, टे्स मैप) की मदद से प्राटत ककया जाता है और दसूरा वेक्टर स्पेस 
के कुछ आइसोमोकफा ज्म (स्जसे गे्र मैप कहा जाता है) की मदद से प्राटत ककया जाता है। इन सभी 
कोडों के वेट डडस्ट्ीब्यूशन (भार षवतरण) की गणना की जाती है। इनमें से अचधकांश बाइनरी 
कोड कम भार वाले ममतनमल लीतनयर कोड है। "चग्रस्मर बाउंड" के संबंध में, डडस्टेंस ऑटटीमल 
कोड के कुछ वगा प्राटत होते है। इन बाइनरी लीतनयर कोडों के सेल्फ-ऑिोगोनल होने के मलए 
पयााटत शता प्राटत की जाती है। यह मसस््टलमसअल का्टलेक्स का उपयोग करके नॉन यूतनटल 
ररगंों पर लीतनयर कोड की संरचना का अध्ययन करने का पहला प्रयास है। 
 
एक लीतनयर कोड का हल उसके ड्यूल के साि कोड का इंटरसेक्शन (प्रततच्छेदन) है। हम अन्य 
फाइनाइट फील्ड के मस्ल्टस्टलकेटटव करैक्टर का उपयोग करके फाइनाइट फील्ड पर लीतनयर कोड 
बनाते है  और उनके हल का अध्ययन करते है। हम कुछ पयााटत शतों पर चचाा करते है स्जनके 
तहत ये या तो लीतनयर कॉस््टलमेंटरी ड्यूल (संक्षेप में, एल सी डी) कोड या वन-डायमेंशनल हल 
वाला लीतनयर कोड है। इन पररणामों को प्राटत करन े के मलए सामान्य गॉस सम का काफी 
उपयोग ककया जाता है। अंत में, हम टदिाते है कक यटद आधार ़िील्ड करैक्टर 2 का है, तो य े
कोड "आइसोडुअल" हैं। एक एडडटटव कॉस््टलमेंटरी ड्यूल (संक्षेप में, ए सी डी) कोड एडडटटव कोड 
की श्रेणी में एक एल सी डी कोड का एक सामान्यीकरण (वास्तव में, एक सटीक एनालॉग) है।  
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एसीडी कोड को ररगं ℤ2𝑅 के ऊपर अध्ययन ककया जाता है, जहां 𝑅 = ℤ2[𝑢]/⟨𝑢

4⟩ है। हम 𝑅 पर 
फ्री सले्फ ड्यूल कोड की जाचं करते है। एक शता जो यह सुतनस्श्चत करती है कक एक एडडटटव 
कोड एक ए सी डी कोड हो, स्िाषपत ककया जाता है। इसके अलावा, एक सेपारेबल एडडटटव कोड 
के ए सी डी कोड होन ेके मलए, एक आवश्यक और पयााटत शता स्िाषपत की जाती है। हम एक 
गे्र मैप पर षवचार करते है स्जसके अंतगात कुछ एडडटटव कोड बाइनरी एल सी डी कोड बन जाते 
है। हम कुछ इष्टतम (या लगभग इष्टतम) बाइनरी एल सी डी कोड भी प्रस्तुत करते है। इसके 
अलावा, कई वेट एनुमेरेटर की गणना और संबंचधत "मैकषवमलय्स आइडेंटटटी" पर चचाा की 
जाती है। 
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