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Abstract

Some of the European style option pricing models of the financial market are in

the forms of: one dimensional degenerate parabolic partial differential equation, ultra-

parabolic partial differential equation, partial integro-differential equation and two di-

mensional parabolic partial differential equation. When the real market complexities

are taken into account, the closed form solutions of these models are not available. We

develop some high-order convergent numerical methods for such problems.

A high-order difference approximation with identity expansion (HODIE) scheme along

with two-step backward differentiation formula is applied to the generalized Black-Scholes

option pricing model for four different European option styles which are degenerate

parabolic partial differential equation problems. It is proved that the method has second

order convergence in space as well as in time. This scheme is also applied to solve di-

mension reduced generalized Black-Scholes model for pricing Asian option. Further this

scheme is extended to produce an accelerated convergence in space when applied to the

log transformed generalized Black-Scholes partial differential equation problem.

The HODIE scheme along with Simpson’s 1
3
rd formula and two-step backward dif-

ferentiation formula, altogether as an implicit explicit scheme, are applied to solve gen-

eralized case of jump-diffusion model for pricing European put option numerically. The

method has third order of accuracy in space and second order accuracy in time.

v



vi Abstract

The Peaceman-Rachford Alternating Direction Implicit scheme for temporal semi-

discretization and the HODIE scheme for spacial semi-discretization is proposed for nu-

merically solving the two asset Black-Scholes model that is transformed into two dimen-

sional diffusion equation, and the method is proved to be second order accurate in time

and fourth order accurate in space.

A first order accurate Alternating Direction Implicit scheme, which is a two dimen-

sional analogue to the backward Euler formula is developed and applied along with the

HODIE scheme for solving the generalized model for Asian option which is governed by

an ultra-parabolic two dimensional partial differential equation problem. The scheme is

proved to be second order accurate in space.

Numerical experiments are in support of the theoretical results and demonstrate the

effectiveness of the designed numerical methods.



ससारसारांश

ववितत्तीय बसाज़सार ममें ययररोपत्तीय शशैलत्ती कके  ऑप्शन मयल्य वनरसार्धारण तरांततररोरां ममें सके कक छ वनम्न रूप ममें हहैं  : एक आयसामत्ती

अपकक ष्ट  परविलवयक  आरांवशक  अविकल  समत्तीकरण,  अल्टतरसा-परविलवयक  आरांवशक  अविकल  समत्तीकरण,  आरांवशक

समसाकल-अविकल समत्तीकरण तथसा दरो आयसामत्ती परविलवयक आरांवशक अविकल समत्तीकरण। जब विसास्तवविक बसाज़सार कत्ती

जवटलतसाओरां करो समसावविष्ट वकयसा जसातसा हशै, तब इन तरांततररोरां कसा सटत्तीक हल उपलब्र नहत्ती रां हरोतसा। हमनमें इस पतरकसार कत्ती

समस्यसाओरां कके  वलए कक छ उच्च ऑरर्धार कत्ती अवभिसकत सरांख्यसात्मक वविवरयसारां वविकवसत कत्ती हहैं।

चसार वविवभिन्न ययररोपत्तीय ऑप्शन शशैवलयरोरां कके  व्यसापक बनसाए हकए ब्लशैक-शरोल्स ऑप्शन मयल्य वनरसार्धारण तरांततर, जरो

वक अपकक ष्ट परविलवयक आरांवशक अविकल समत्तीकरण समस्यसाएरां हहैं, पर एक हसाई-ऑरर्धार वरफरमेंस अप्पतररोवकसमकेशन वविद

आइरमेंवटटत्ती एकसपहैंशन  (HODIE)  वविवर सह वद-पदत्तीय पश्चवितर्ती अविकलन सयततर लगसायसा गयसा हशै। यह पतरमसावणत

वकयसा जसातसा हशै कत्ती उपररोकत वविवर कसा स्थसान तथसा समय ममें अवभिसरण वदतत्तीय ऑरर्धार कसा हशै। एवशयसाई ऑप्शन कके  मयल्य

वनरसार्धारण कके  आयसाम घटसायके हकए एविरां व्यसापक बनसाए हकए ब्लशैक-शरोल्स तरांततर पर भित्ती यह पद्धवत लगसाई गई हशै। तदरोपरसान्त इस

वविवर करो स्थसान ममें त्विवरत अवभिसरण बनसानके कके  वलए वविस्तसावरत वकयसा जसातसा हशै जब इसके लघ कगणक पवरणत व्यसापक बनसाए

हकए ब्लशैक-शरोल्स आरांवशक अविकल समत्तीकरण समस्यसा पर लसागय वकयसा जसातसा हशै।

वसम्पसन कके  1/3 विमें फफॉमयर्धालसा एविरां वद-पदत्तीय पश्चवितर्ती अविकलन सयततर कके  ससाथ HODIE वविवर, सब वमलसा

कर एक अरांतवनर्धावहत अपररोक्ष पद्धवत कके  रूप ममें, ययररोपत्तीय प कट ऑप्शन कके  मयल्य वनरसार्धारण कके  वलए व्यसापक बनसाए हकए जम्प-

वरफ्फक ज़न तरांततर करो सरांख्यसात्मक रूप सके हल करनके कके  वलए उपयरोग वकयसा जसातसा हशै। इस वविवर ममें स्थसान ममें सटत्तीकतसा

कसा तत्तीसरसा ऑरर्धार और समय ममें सटत्तीकतसा कसा दयसरसा ऑरर्धार हशै।

ससामवयक अरर्धा-वविच्छकेदन कके  वलए पत्तीसमशैन-रचफरोरर्धा एकसान्तवरक वदशसा अरांतवनर्धावहत वविवर और स्थसावनक अद्धर्धा-

वविच्छकेदन कके  वलए HODIE वविवर सरांख्यसात्मक रूप सके दरो सरांपवत ब्लशैक-शरोल्स तरांततर करो हल करनके कके  वलए पतरस्तसाववित

वकयसा गयसा हशै वजसके दरो आयसामत्ती वविसरण समत्तीकरण ममें  रूपसारांतवरत वकयसा गयसा हशै,  और वविवर समय ममें दयसरके ऑरर्धार कत्ती



सटत्तीक तथसा स्थसान ममें चचौथके ऑरर्धार कत्ती सटत्तीक ससावबत हकई हशै।

एक पतरथम ऑरर्धार सटत्तीक एकसान्तवरक वदशसा अरांतवनर्धावहत वविवर,  जरो वक पश्चवितर्ती ययलर सयततर कसा एक वद-

आयसामत्ती एनसालफॉग हशै, करो वविकवसत वकयसा गयसा हशै तथसा HODIE वविवर कके  ससाथ एवशयसाई ऑप्शन कके  व्यसापक बनसाए हकए

तरांततर,  जरो कत्ती एक अल्टतरसा-परविलवयक वद-आयसामत्ती आरांवशक अविकल समत्तीकरण समस्यसा हशै,  करो हल करनके कके  वलए

लगसायसा गयसा हशै।

सरांख्यसात्मक पतरयरोग सशैद्धसारांवतक पवरणसामरोरां कके  समथर्धान ममें हहैं और रूपसारांवकत सरांख्यसात्मक वविवरयरोरां कत्ती पतरभिसाविशत्तीलतसा

पतरदवशर्धात करतके हहैं।
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Notations

S asset price

S0 initial asset price

τ, t time variables

C call option price

P put option price

σ market volatility

r risk free interest rate

D dividend yield

K strike price

T maturity time of the contract

W Wiener process

ε small parameter

a2 diffusion coefficient

a1 convection coefficient

a0 reaction coefficient

αi, i = −, c,+ HODIE coefficients corresponding to the stencil points

βi, i = −, c,+ HODIE coefficients corresponding to the auxiliary points

h grid length in space direction

k grid length in time direction

M, N mesh discretization parameters

xv



xvi Notations

L continuous differential operator

ΩS, Ωx space variable domain

Ωt variable domain

Ω the cross product of space and time domains

Emax maximum absolute error

Erms root mean square error

‖.‖ norm when domain is obvious, or of no particular significance

vi v(xi)

C, Cs, s = 0, 1, . . . generic positive constants, independent of M, N
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