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Abstract

Differential equations on metric graphs, introduced by Lumer in the 1980s in the framework

of ramification spaces, have various applications in mathematical physics and engineering.

Indeed, there are certain phenomena, such as the controlled vibrations of networks of strings

(hyperbolic wave equations), water wave propagation in open channel networks (Burgers-

type equations), etc., that can be modeled by partial differential equations (PDEs) on metric

graphs. On the other hand, fractional calculus has attracted broad interest in recent years,

as it can effectively describe phenomena based on power laws. Notably, the fractional dif-

fusion equations are of great relevance in explaining the phenomena of anomalous diffusion,

which, in particular, has been observed in various biological systems. Moreover, fractional

partial differential equations (FPDEs) on metric graphs can also be used to model important

problems such as anomalous heat transport in mesoscopic networks and subdiffusion pro-

cesses in nanoscale network structures and molecular wires. Various phenomena involving

the parabolic differential model, such as heat transfer, diffusion process, etc., are accom-

panied by residual (nonlocal) processes. In other words, the current state of the process

depends on the other (past or future) states, which can be explained by loaded differen-

tial equations. Hence, loaded PDEs have significant practical importance, as they model

real-world processes governed by nonlocal effects of the state at other times and locations.

Therefore, loaded FPDEs on metric graphs may be imperative for representing anomalous

diffusion processes in a network of water reservoirs contaminated by pollutants at a finite

number of fixed-time instances or fixed pollution source locations.

In this thesis, the modeling, analysis, and numerical schemes of time-fractional loaded parabolic

equations on metric star graphs are performed. The work predominantly considers Caputo-

type loaded time-fractional diffusion equations (TFDEs) on a metric star graph (a tree-like

graph) throughout the thesis. Indeed, a star graph can be seen as a building block for

more general metric graphs as any metric graph can be decomposed into a collection of star
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vi Abstract

graphs. Hence, the loaded time-fractional parabolic problems (TFPEs) are considered on

intervals as well as metric star graphs. The existence and uniqueness of these problems are

also established. Standard finite difference (SFD) schemes often suffer from limited stability

regions, especially when applied in an explicit setup to PDEs. Hence, in the last two chap-

ters, nonstandard finite difference (NSFD) approximations are implemented to demonstrate

their efficacy in enhancing the stability regions associated with standard schemes.

The study begins with a Fourier error analysis of discrete approximations for the Caputo frac-

tional derivative based on Lagrange interpolation of various orders. The modified wavenum-

bers for these approximations over a uniform mesh are derived. Using the modified wavenum-

bers, the resolution characteristics of the approximations are quantified through the Fourier

analysis of differencing errors. Graphical illustrations comparing the original wavenumbers

against the modified wavenumbers are presented for each approximation method. A test frac-

tional initial value problem (IVP) is then considered to validate the accuracy and efficiency

of different approximation schemes for the Caputo fractional derivative. A numerical algo-

rithm based on Lagrange polynomial interpolation is employed to approximate the Caputo

time derivative on a non-uniform mesh. The truncation error rate and the optimal grading

constant of the approximation on a graded mesh are obtained using the grading tn = T ( n
N

)r,

where r ≥ 1 is the mesh grading parameter. Using this approximation, a finite difference

scheme for the Caputo-type TFDE is developed on the graded temporal mesh with uniform

spatial discretization. The unique solvability of the scheme is established for general r via

the matrix method. The unconditional stability of the scheme is derived on a uniform mesh

through the discrete energy method. The convergence of the scheme for r = 1 is analyzed

for non-smooth solutions, and the result is extended for smooth solutions. Finally, the accu-

racy of the scheme is verified through a study of the numerical error in several illustrative

examples.

For Caputo time-fractional parabolic problems on metric graphs, the analysis begins with

the time-fractional advection–diffusion equation (TFADE) posed on a metric star graph. A

finite difference scheme is formulated to solve the TFADE on this graph, incorporating the

corresponding initial, boundary, and transmission conditions at the internal node. The well-

known L1 method is employed for the discrete approximation of the Caputo derivative in

this and all subsequent problems considered in this thesis. The unconditional stability of the

resulting scheme for ∆xi ≤ 2 is established using the discrete energy method. Additionally,

the unique solvability of the scheme and its associated error convergence rate are investi-

gated. Numerical experiments are then presented to validate the accuracy and convergence

properties of the proposed difference scheme.



vii

Furthermore, the temporally-loaded TFDEs with initial and Dirichlet-type boundary con-

ditions are numerically investigated. A general solution form is first established through

the method of eigenfunction expansions, and the well-posedness of the problem is demon-

strated by proving the existence and uniqueness of the solution along with certain a priori

estimates. A finite difference scheme for the temporally-loaded TFDE is derived, resulting

in a temporally-loaded implicit difference scheme. To efficiently handle the loaded term, the

superposition property of systems of linear algebraic equations (SLAEs) is utilized, resulting

in an appropriate parametric representation of the solution. The difference scheme is shown

to be uniquely solvable, stable, and convergent as established via the discrete energy method.

Numerical examples on representative test problems confirm the accuracy and efficiency of

the derived scheme.

This framework is further extended to the study of non-loaded and temporally-loaded dif-

fusion equations on a metric star graph, motivated by applications to complex network-like

physical systems. The existence and uniqueness of the solution for the loaded diffusion equa-

tion on the metric graph are established using eigenfunction expansions, accompanied by

appropriate a priori estimates. Finite difference schemes for both problems are constructed

with transmission conditions at the junction, giving rise to additional difference schemes at

the central node. The presence of the loaded term introduces parametric dependencies, which

are efficiently addressed using the superposition property of SLAEs to obtain explicit solu-

tion representations. The resulting difference schemes for non-loaded and temporally-loaded

diffusion problems on star graph are proven to be stable and convergent, unconditionally

and under sufficient conditions, respectively. Numerical results are obtained on several test

problems to validate the robustness and applicability of numerical schemes.

To represent occurrences with multiple pointwise spatial effects on the overall state, the

spatially-loaded Caputo-type TFDE with Dirichlet boundary conditions of non-homogeneous

type on an interval and homogeneous type on a metric star graph are studied. The well-

posedness of the system on an interval is established using the Galerkin approximation

method, and some a priori estimates of the state variable are derived. The numerical scheme

for the problems is achieved through finite difference approximations. This process yields

spatially-loaded implicit difference schemes, which reduce to parametric SLAEs. Therefore,

the superposition property of SLAEs is employed to obtain a parametric representation of

solutions using auxiliary linear systems of special parametric structures. In subsequent anal-

ysis, the unique solvability and the unconditional stability with convergence of the difference

scheme, via the discrete energy method for non-positive load coefficients, are examined. Ul-

timately, several test examples are considered to validate the accuracy and efficiency of the



viii Abstract

scheme.

To overcome the limited stability of explicit SFD schemes for one-dimensional (1D) and

two-dimensional (2D) Caputo-type TFDEs, the NSFD schemes are constructed. At first, a

nonstandard L1 (NSL1) approximation is constructed for the Caputo fractional derivative,

and its local truncation error is derived. This NSL1 method is used to construct the NSFD

scheme for a Caputo-type time-fractional IVP. The absolute stability of the resulting scheme

is rigorously examined using the boundary locus method, and its performance is validated

through test examples for various choices of denominator functions (DFs). Based on this

framework, two explicit NSFD schemes are developed for 1D and 2D cases of the Caputo-

type TFDEs. Their stability is further assessed using the discrete energy method, with a

particular focus on the expansion of the stability region compared to SFD schemes. The

convergence of the NSFD schemes is also established. Finally, a set of numerical examples

is presented to demonstrate the accuracy and stability advantages of NSFD methods, with

results illustrated through tables and graphical representations.

At the end, the Caputo-type time-fractional Hallaire (modified diffusion) equation (TFHE)

with and without spatial loads is numerically investigated. NSFD schemes are developed for

approximating the stated problems using NSL1 and central difference methods on uniform

grids. The approximation of the spatially-loaded problem leads to a loaded difference scheme,

for which an appropriate solution is appointed using the superposition property of SLAE to

deal with linear loaded terms in the difference scheme. Thereafter, the difference schemes

are also checked for the uniqueness of their solutions. The stability of the difference schemes

and their convergence rate are proved via the discrete energy method. The accuracy and

efficiency of the schemes are validated by test problems and showcased using tabular and

graphical illustrations.



 
 
 
 
 
 
 
 

सार 

 
मे#$क 'ाफ़ पर अवकल समीकरण, िज5ह7 8यूमर ने 1980 के दशक म7 रैमीCफकेशन Eपेस के ढाँचे म7 IEतुत Cकया था, 
गNणतीय भौQतकR और इंजीQनयVरगं म7 WवXभ5न अनुIयोगZ म7 आत ेह\। वाEतव म7, कुछ पVरघटनाएँ ह\, जैसे Cक तारZ के 
नेटवकb  के Qनयंcdत कंपन (हाइपरबोXलक तरंग समीकरण), खुले चैनल नेटवकb  म7 जल तरंग संचरण (बगbसb-Iकार के 
समीकरण), आ#द, िज5ह7 मे#$क 'ाफ़ पर आंXशक अवकल समीकरणZ (PDE) mवारा IQतnWपत Cकया जा सकता है। दसूरo 
ओर, हाल के वषr म7 आंXशक कलन ने sयापक tuच आकWषbत कR है, vयZCक यह घात QनयमZ पर आधाVरत पVरघटनाओं 
का Iभावी ढंग से वणbन कर सकता है। उ8लेखनीय nप से, Xभ5नाyमक Wवसरण समीकरण असामा5य Wवसरण कR 
पVरघटनाओं कR sयाzया करने म7 अyयंत Iासंuगक ह\, जो Wवशषे nप से WवXभ5न जैWवक IणाXलयZ म7 देखी गई ह\। इसके 
अलावा, मे#$क 'ाफ़ पर Xभ5नाyमक आंXशक अवकल समीकरणZ (FPDE) का उपयोग मेसोEकोWपक नेटवकb  म7 असामा5य 
ऊ~मा पVरवहन और नैनोEकेल नेटवकb  संरचनाओ ंऔर आणWवक तारZ म7 उप-Wवसरण IC�याओं जैसी महyवपूणb समEयाओ ं
के IQतnपण के Xलए भी Cकया जा सकता है। परवलQयक अवकल मॉडल से जुड़ी WवXभ5न घटनाएँ, जैसे ऊ~मा Eथानांतरण, 
Wवसरण IC�या, आ#द, अवXश~ट (गैर-Eथानीय) IC�याओं के साथ होती ह\। इसXलए, भाVरत PDE का महyवपूणb sयावहाVरक 
महyव है, vयZCक वे अ5य समयZ और EथानZ पर अवEथा के गैर-Eथानीय IभावZ mवारा Qनयंcdत वाEतWवक-WवÉव IC�याओं 
का मॉडल IEतुत करत ेह\। इसXलए, मी#$क 'ाफ़ पर भाVरत FPDE, QनिÉचत समय के उदाहरणZ या QनिÉचत Iदषूण 
Ñोत EथानZ पर IदषूकZ mवारा दWूषत जलाशयZ के नेटवकb  म7 असामा5य Wवसरण IC�याओं का IQतQनuधyव करने के Xलए 
आवÉयक हो सकत ेह\। 
 
इस शोध Iबंध म7, मी#$क तारा 'ाफ़ पर समय-Xभ5न भाVरत परवलQयक समीकरणZ का मॉडXलगं, WवÉलेषण और संzयाyमक 
योजनाएँ IEतुत कR गई ह\। यह कायb मुzय nप से पूरे शोध Iबंध म7 एक मी#$क तारा 'ाफ़ (एक वÜृ-सáश 'ाफ़) पर 
कैपुटो-Iकार के भाVरत समय-Xभ5न Wवसरण समीकरणZ (TFDE) पर Wवचार करता है। वाEतव म7, एक तारा 'ाफ़ को 
अuधक सामा5य मी#$क 'ाफ़ के Xलए एक आधारXशला के nप म7 देखा जा सकता है। इसXलए, भाVरत समय-Xभ5न 
परवलQयक समEयाओ ं(TFPE) पर अंतरालZ के साथ-साथ मी#$क Eटार 'ाफ़ पर भी Wवचार Cकया जाता है। इन समEयाओ ं 
 
 
          ix   
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का अिEतyव और WवXश~टता भी EथाWपत कR जाती है। मानक पVरXमत अंतर (SFD) योजनाएँ अvसर सीXमत िEथरता 
ÜेdZ से 'Eत होती ह\, खासकर जब PDE पर एक Eप~ट सेटअप म7 लागू कR जाती ह\। इसXलए, अंQतम दो अãयायZ म7, 
मानक योजनाओं से जुड़ ेिEथरता ÜेdZ को बढ़ाने म7 उनकR IभावकाVरता को IदXशbत करने के Xलए गैर-मानक पVरXमत 
अंतर (NSFD) सि5नकटनZ को लागू Cकया गया है। 
 
अãययन कR शुtआत WवXभ5न �मZ के लै'7ज अंतवéशन पर आधाVरत कैèयूटो Xभ5नाyमक sयुyप5न हेतु असतत सि5नकटनZ 
के फूVरयर d#ुट WवÉलेषण से होती है। एक समान जाल पर इन सि5नकटनZ के Xलए संशोuधत तरंग संzयाएँ sयुyप5न कR 
जाती ह\। संशोuधत तरंग संzयाओ ंका उपयोग करत ेहुए, सि5नकटनZ कR Wवभेदन Wवशषेताओ ंको अंतर d#ुटयZ के फूVरयर 
WवÉलेषण के माãयम से पVरमाNणत Cकया जाता है। Iyयेक सि5नकटन Wवuध के Xलए मूल तरंग संzयाओ ंकR संशोuधत 
तरंग संzयाओ ंसे तुलना करने वाले uचdमय uचdण IEतुत Cकए गए ह\। 
इसके बाद, कैèयूटो Xभ5नाyमक sयुyप5न हेत ुWवXभ5न सि5नकटन योजनाओं कR सटoकता और दÜता को मा5य करने के 
Xलए एक परoÜण Xभ5नाyमक IVP पर Wवचार Cकया जाता है। एक असमान जाल पर कैèयूटो sयुyप5न का सि5नकटन 
करने के Xलए लै'7ज बहुपद अंतवéशन पर आधाVरत एक संzयाyमक ए8गोVरथम का उपयोग Cकया जाता है। एक वगíकृत 

जाल पर सि5नकटन कR $ंकेशन d#ुट दर और इ~टतम 'ेìडगं िEथरांक, 'ेìडगं !! = 	$ %!"&
#
 का उपयोग करके Iाèत Cकए 

जात ेह\, जहाँ ' ≥ 1 जाल 'ेìडगं पैरामीटर है। इस सि5नकटन का उपयोग करत ेहुए, EथाQनक WववेकRकरण को एकसमान 
रखत ेहुए, �Xमक काXलक जाल पर कैपुटो-Iकार TFDE के Xलए एक पVरXमत अंतर योजना WवकXसत कR गई है। इस 
योजना कR अmWवतीय सुलझनीयता सामा5य ' के Xलए मै#$vस Wवuध mवारा EथाWपत कR गई है। इस योजना कR cबना 
शतb िEथरता, एकसमान जाल पर, WवWवvत ऊजाb Wवuध mवारा Iाèत कR गई है। ' = 1 के Xलए इस योजना के अXभसरण 
का WवÉलेषण अ-uचकनी WवलयनZ के Xलए Cकया गया है, और Cफर इसे uचकने WवलयनZ तक WवEताVरत Cकया गया है। 
अंत म7, कई उदाहरणZ म7 संzयाyमक d#ुट के अãययन के माãयम से इस योजना कR सटoकता कR पुि~ट कR गई है। 
 
मी#$क 'ाफ़ पर कैपुटो समय-Xभ5न परवलQयक समEयाओ ंके Xलए, WवÉलेषण एक मी#$क Eटार 'ाफ़ पर IEतुत समय-
Xभ5न अXभवहन-Wवसरण समीकरण (TFADE) से शुn होता है। इस 'ाफ़ पर TFADE को हल करने के Xलए एक पVरXमत 
अंतर योजना तैयार कR जाती है, िजसम7 आंतVरक नोड पर संगत IारंXभक, सीमांत और संचरण िEथQतयZ को शाXमल Cकया 
जाता है। Eटार 'ाफ़ का चयन इस तñय से IेVरत है Cक Cकसी भी सामा5य मी#$क 'ाफ़ को Eटार 'ाफ़ के सं'ह म7 
Wवघ#टत Cकया जा सकता है। इस और बाद कR सभी समEयाओ ंम7 कैपुटो sयुyप5न के असतत सि5नकटन के Xलए 
सुIXसmध *1 Wवuध का उपयोग Cकया जाता है। Δ,$ ≤ 2 के Xलए पVरणामी योजना कR cबना शतb िEथरता असतत ऊजाb 
Wवuध का उपयोग करके EथाWपत कR जाती है। इसके अQतVरvत, योजना कR अmWवतीय सुलझनीयता और उससे संबंuधत 
d#ुट अXभसरण दर कR जाँच कR जाती है। इसके बाद IEताWवत अंतर योजना कR सटoकता और अXभसरण गुणZ को मा5य 
करने के Xलए संzयाyमक Iयोग IEतुत Cकए जात ेह\। 
 
इसके अलावा, IारंXभक और ìडVरचलेट-Iकार कR सीमा िEथQतयZ वाले काXलक nप से भाVरत TFDEs कR संzयाyमक nप 
से जाँच कR जाती है। सवbIथम आइजेनफ़ंvशन WवEतार Wवuध के माãयम से एक सामा5य समाधान nप EथाWपत Cकया  
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जाता है, और कुछ पूवb-अनुमानZ के साथ समाधान के अिEतyव और WवXश~टता को Xसmध करके समEया कR सुEथाWपतता 
IदXशbत कR जाती है। काXलक nप से भाVरत TFDE कR एक पVरXमत अंतर योजना sयुyप5न कR जाती है, िजसके 
पVरणामEवnप एक काXलक nप से भाVरत अंतQनb#हत अंतर योजना Iाèत होती है। भाVरत पद को कुशलतापूवbक संभालने 
के Xलए, रैNखक बीजीय समीकरणZ (SLAEs) के QनकायZ के अãयारोपण गुण का उपयोग Cकया जाता है, िजसके 
पVरणामEवnप समाधान का एक उपयुvत IाचXलक Qनnपण Iाèत होता है। असतत ऊजाb Wवuध mवारा EथाWपत अंतर 
योजना को WवXश~ट nप से सुलझने योöय, िEथर और अXभसारo #दखाया गया है। IQतQनuध परoÜण समEयाओ ं पर 
संzयाyमक उदाहरण sयुyप5न योजना कR सटoकता और दÜता कR पुि~ट करत ेह\। 
 
इस ढाँचे को आगे एक मी#$क Eटार 'ाफ़ पर शाEdीय और काXलक nप से भाVरत Wवसरण समीकरणZ के अãययन तक 
WवEताVरत Cकया गया है, जो ज#टल नेटवकb -सáश भौQतक IणाXलयZ के अनुIयोगZ से IेVरत है। मी#$क 'ाफ़ पर भाVरत 
Wवसरण समीकरण के समाधान का अिEतyव और WवXश~टता आइजेनफ़ंvशन WवEतारZ का उपयोग करके EथाWपत कR जाती 
है, िजसके साथ उपयुvत पूवb-अनुमान भी होत ेह\। शाEdीय और काXलक भाVरत दोनZ समEयाओ ंके Xलए पVरXमत अंतर 
योजनाएँ जंvशन पर संचरण िEथQतयZ के साथ QनXमbत कR जाती ह\, िजससे क7 õoय नोड पर अQतVरvत अंतर योजनाएँ 
उyप5न होती ह\। भाVरत पद कR उपिEथQत Iाúय Qनभbरताएँ उyप5न करती है, िज5ह7 Eप~ट समाधान Qनnपण Iाèत करने 
के Xलए SLAE के अãयारोपण गुण का उपयोग करके कुशलतापूवbक संबोuधत Cकया जाता है। पVरणामी योजनाएँ �मशः 
cबना शतb और पयाbèत िEथQतयZ के अंतगbत िEथर और अXभसारo Xसmध होती ह\। संzयाyमक योजनाओं कR सुáढ़ता और 
Iयोûयता को सyयाWपत करने के Xलए कई परoÜण समEयाओ ंपर संzयाyमक पVरणाम Iाèत Cकए जात ेह\। 
 
सम' अवEथा पर अनेक cबदंवुार EथाQनक IभावZ वालo घटनाओं का IQतQनuधyव करने के Xलए, एक अंतराल पर Wवषमांगी 
Iकार कR ìडVरचलेट सीमा िEथQतयZ और एक मी#$क तारा 'ाफ पर समnप Iकार कR ìडVरचलेट सीमा िEथQतयZ वाले 
EथाQनक nप से भाVरत कैपुटो-Iकार TFDE का अãययन Cकया जाता है। गैलेCकb न सि5नकटन Wवuध का उपयोग करके 
एक अंतराल पर Qनकाय कR सुिEथरता EथाWपत कR जाती है, और अवEथा चर के कुछ पूवाbनुमेय अनुमान Iाèत Cकए जात े
ह\। समEयाओ ंके Xलए संzयाyमक योजना पVरXमत अंतर सि5नकटनZ के माãयम से Iाèत कR जाती है। इस IC�या से 
EथाQनक nप से भाVरत अंतQनb#हत अंतर योजनाएँ Iाèत होती ह\, जो पैरामी#$क SLAE म7 पVरवQत bत हो जाती ह\। इसXलए, 
Wवशषे पैरामी#$क संरचनाओ ंकR सहायक रैNखक IणाXलयZ का उपयोग करके समाधानZ का पैरामी#$क Qनnपण Iाèत करने 
के Xलए SLAE के अãयारोपण गुण का उपयोग Cकया जाता है। बाद के WवÉलेषण म7, गैर-धनाyमक भार गुणांकZ के Xलए  
असतत ऊजाb Wवuध के माãयम से, अंतर योजना कR अmWवतीय सुलझने योöयता और अXभसरण के साथ cबना शतb िEथरता 
कR जाँच कR जाती है। अंततः, योजना कR सटoकता और दÜता को मा5य करने के Xलए कई परoÜण उदाहरणZ पर Wवचार 
Cकया जाता है। 
 
एक-आयामी (1D) और mWव-आयामी (2D) कैपुटो-Iकार TFDEs के Xलए Eप~ट SFD योजनाओं कR सीXमत िEथरता को 
दरू करने के Xलए, NSFD योजनाओं का Qनमाbण Cकया जाता है। सबसे पहले, कैपुटो Xभ5नाyमक sयुyप5न के Xलए एक 
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गैर-मानक L1 (NSL1) सि5नकटन का Qनमाbण Cकया जाता है, और इसकR Eथानीय $ंकेशन d#ुट Qनकालo जाती है। इस 
NSL1 Wवuध का उपयोग कैपुटो-Iकार के समय-Xभ5नाyमक IVP के Xलए NSFD योजना के Qनमाbण के Xलए Cकया जाता 
है। पVरणामी योजना कR QनरपेÜ िEथरता कR सीमा cब5दपुथ Wवuध का उपयोग करके गहन जाँच कR जाती है, और इसके 
Iदशbन को हर फलनZ (DFs) के WवXभ5न Wवक8पZ के Xलए परoÜण उदाहरणZ के माãयम से मा5य Cकया जाता है। इस 
ढाँचे के आधार पर, कैपुटो-Iकार TFDEs के 1D और 2D मामलZ के Xलए दो Eप~ट NSFD योजनाएँ WवकXसत कR गई 
ह\। उनकR िEथरता का आगे असतत ऊजाb Wवuध का उपयोग करके मू8यांकन Cकया जाता है, िजसम7 SFD योजनाओं कR 
तुलना म7 िEथरता Üेd के WवEतार पर Wवशषे ãयान #दया जाता है। NSFD योजनाओं का अXभसरण भी EथाWपत Cकया 
जाता है। अंत म7, NSFD WवuधयZ कR सटoकता और िEथरता के लाभZ को IदXशbत करने के Xलए संzयाyमक उदाहरणZ 
का एक समूह IEतुत Cकया गया है, िजसके पVरणाम ताXलकाओं और uचdमय QनnपणZ के माãयम से दशाbए गए ह\। 
 
अंत म7, EथाQनक भार स#हत और उसके cबना, कैपुटो-Iकार के समय-Xभ5नाyमक हैलेयर (संशोuधत Wवसरण) समीकरण 
(TFHE) कR संzयाyमक nप से जाँच कR गई है। NSL1 और क7 õoय अंतर WवuधयZ का उपयोग करके समnप u'डZ पर 
उि8लNखत समEयाओ ंका सि5नकटन करने के Xलए NSFD योजनाएँ WवकXसत कR गई ह\। EथाQनक nप से भाVरत समEया 
का सि5नकटन एक भाVरत अंतर योजना कR ओर ले जाता है, िजसके Xलए अंतर योजना म7 रैNखक भाVरत पदZ से Qनपटने 
के Xलए SLAE के अãयारोपण गुण का उपयोग करके एक उपयुvत समाधान Qनयुvत Cकया जाता है। इसके बाद, अंतर 
योजनाओ ंकR उनके समाधानZ कR WवXश~टता कR भी जाँच कR जाती है। अंतर योजनाओं कR िEथरता और उनकR अXभसरण 
दर को असतत ऊजाb Wवuध mवारा Xसmध Cकया जाता है। योजनाओं कR सटoकता और दÜता को परoÜण समEयाओ ंmवारा 
मा5य Cकया जाता है और सारणीबmध तथा uचdमय uचdZ का उपयोग करके IदXशbत Cकया जाता है। 
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