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Abstract

Differential equations on metric graphs, introduced by Lumer in the 1980s in the

framework of ramification spaces, have various applications in mathematical physics

and engineering. Indeed, there are certain phenomena such as controlled vibrations

of networks of strings (hyperbolic wave equations), water wave propagation in open

channel networks (Burgers type equation) etc., that can be modeled by partial differential

equations (PDEs) on metric graphs. On the other hand, fractional calculus in recent years

has attracted broad interest since it can effectively describe phenomena based on power

law. Notably, the corresponding fractional diffusion equations are of great relevance in

explaining the phenomena of anomalous diffusion, which, in particular, has been observed

in various biological systems. Moreover, fractional differential equations (FDEs) on metric

graphs can also be used to model important problems such as anomalous heat transport

in mesoscopic networks and subdiffusion processes in nanoscale network structures and

molecular wires.

In this thesis, we are concerned with the analysis and discretization for fractional

differential equations and corresponding optimal control problems on metric graphs. We

have predominantly considered the fractional optimal control problems (FOCPs) on the

metric star graph (a tree-like graph) throughout the thesis. Indeed, star graph can be seen

as a building block for more general metric graphs. Moreover, it also allows simplicity in

describing the characteristics of different approaches on the metric graphs. However, as

evident from various real-world applications, significant networks (or graphs) also include
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cyclic sub-graphs. Therefore, for completeness, we have also considered and analyzed the

problems on metric graphs containing cycles.

We started with the study of existence, uniqueness and stability results for nonlinear

fractional boundary value problems (FBVPs) on two different metric graphs, namely, star

graph and tadpole graph. Using the Banach contraction principle, we proved the existence

and uniqueness results for the considered problems by assuming the Lipschitz continuity of

the nonlinear functions. By means of Schaefer’s and Krasnoselskii’s fixed point theorems,

we have also established the existence of at least one solution for the nonlinear FBVP on

a star graph and a tadpole graph, respectively, with weaker assumptions on the nonlinear

functions. Moreover, different kinds of Ulam-type stability results have been derived

for the FBVP on a tadpole graph. The applicability of the obtained results has been

demonstrated via various examples.

In the case of fractional optimal control problems on metric graphs, we initially

considered the optimal control problems governed by nonlinear FBVPs on the metric

star graph. We derived the adjoint system and the necessary optimality conditions for

the considered FOCP. The existence and uniqueness results for the resulting adjoint

system have been proved in the weighted space using the Banach contraction principle.

Moreover, a difference scheme has been proposed to find the approximate solution of the

considered optimal control problem. The feasibility of the proposed difference scheme

has been demonstrated via examples.

Before embarking on the analysis and discretization of the optimal control problems

driven by fractional PDEs, particularly time-fractional parabolic equations, we first descri-

bed the time-fractional diffusion equations (TFDEs) and time-fractional Burgers equations

(TFBEs) on the metric star graph and exploited the well-known variational iteration

method (VIM) to obtain the analytic/approximate solution of the resulting problems.

However, the TFBEs have been particularly studied to show the effectiveness of the

method for the nonlinear fractional differential equations on metric star graphs. Precisely,

we derived the analytic solution for the linear FBVP and the time-fractional diffusion

equation on the metric star graph using the proposed VIM. For the nonlinear TFBE, we



vii

obtained the approximate solution using VIM and verified the efficiency of the method

by considering a particular example of TFBE on a metric star graph with three edges.

We described the optimal control problems governed by time-fractional diffusion

equations on the metric star graph while admitting both the distributed and boundary

control. We proved the well-posedness results for the governing equations (TFDEs)

on the metric star graph using the method of eigenfunction expansion. Moreover, we

proposed a finite difference scheme to find the approximate solution to such problems.

Using the discrete energy method, we proved the unconditional stability of the proposed

difference scheme and derived the convergence. For the corresponding optimal control

problem on the metric star graph, we derived the equivalent optimality system using the

Lagrange multiplier method and fractional integration by parts formula. We also proved

that the considered optimal control problem has a unique optimal solution. Moreover,

based on the difference scheme for the TFDEs, we derived the discrete version of the

resulting optimality system to find the approximate solution of the considered optimal

control problem. We demonstrate the applicability of the proposed scheme by considering

examples for the TFDEs and corresponding optimal control problems on a metric star

graph with three edges.

In order to show the applicability of the FOCPs on the broader class of metric

graphs, we described the optimal control problems driven by time-fractional parabolic

equations (TFPEs) with time-dependent coefficients on the general metric graphs. Using

the Galerkin method, we obtained the well-posedness results for the weak solution of the

governing equation (state equation). Moreover, we proved the existence and uniqueness

of the optimal solution for the corresponding optimal control problem and derived the

equivalent optimality system that characterizes the control. A difference scheme based

on the finite difference method has been proposed to find the approximate solution of

the time-fractional parabolic equations and corresponding optimal control problems on

the general metric graphs. We demonstrate the applicability of the proposed difference

scheme for the TFPE on a star graph and a graph consisting of a cycle (triangle) with edge

appendices to each multiple node. However, we verify the applicability of the discrete
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optimality system, particularly for a metric star graph.

Finally, we considered the distributed optimal control problems governed by space-

time fractional parabolic equations (STFPEs) involving time-fractional Caputo derivatives

and spatial fractional derivatives of the Sturm-Liouville type on a single edge (bounded

open interval) and metric star graph. First, we proved the well-posedness results for the

weak solution of the state equation on a single edge. Then, we proved that the quadratic

distributed optimal control problem associated to the STFPEs on single edge admits

a unique solution, and derived the associated optimality system that characterizes the

control variable. A similar investigation has been done for the STFPEs and corresponding

optimal control problem on the considered metric star graph. Moreover, we developed

a difference scheme to find the approximate solution of the STFPEs on the interval as

well as on a star graph. However, for the corresponding optimal control problems, we

develop the difference scheme, particularly for the approximate solution on the single

edge. Numerical illustrations are presented on the unit interval and metric star graph

with three edges to demonstrate the applicability and feasibility of the proposed difference

scheme.



सार

मी��क 
ाफ़ पर 
डएफइर��शयल इ�वेशन, जो �यमूर �वारा 1980 के दशक म� रै�म"फकेशन
#पेस के ढांचे म� पेश "कए गए थे, उनका ग*णतीय भौ/तक0 और इंजी/नय2रगं मे 3व�भ4न
अन7ुयोग है । वा#तव म�, कुछ /नि<चत घटनाएं ह? जसेै ि#�ं@स के नेटवकA के /नयंBCत कंपन
(हाइपरबो�लक वेव इ�वेशन), ओपन चनैल नेटव�सA म� वाटर वेव 7ोपेगेशन (बगAर टाइप
इ�वेशन) आ�द, िज4ह� मे��क 
ाफ़ पर आ�ंशक 
डएफइर��शयल इ�वेशन (पीडीई) �वारा मॉडल
"कया जा सकता है। दसूरI ओर, हाल के वषK म� �भ4नाLमक कलन ने Mयापक NOच कोआक3षAत
"कया है �यP"क यह 7भावी Qप से घात /नयम के आधार पर घटना का वणAन कर सकता है।
3वशषे Qप से, सबंंOधत �भ4नाLमक समीकरण असगंत �भ4न उपयोग क0 घटनाओं को समझाने
म� बहुत 7ासOंगक ह? जो 3वशषे Qप से, 3व�भ4न ज3ैवक 7णा�लयP म� देखा गया है। इसके अलावा,
मी��क 
ाफ़ पर �भ4नाLमक 
डएफइर��शयल इ�वेशन (FDEs) का उपयोग महLवपणूA
सम#याओं जसेै "क मेसो#को3पक नेटवकA म� 3वषम गमU प2रवहन और ननैो#केल नेटवकA
सरंचनाओं और आण3वक तारP के सब
डफयजून 7"Vयाओं के मॉडल के �लये भी "कया जा
सकता है।

इस थी�सस म�, हम मी��क 
ाफ़ पर �भ4नाLमक अतंर समीकरणP और सबंंOधत इWटतम
/नयंCण सम#याओं से सबंंOधत 3व<लेषण और 3ववेक0करण कर�गे। हमने, थी�सस म� मे��क
#टार 
ाफ (एक पेड़ जसैा 
ाफ) पर मYुय Qप से �भ4नाLमक इWटतम /नयंCण सम#याओं
(एफओसीपी) पर 3वचार "कया है। दरअसल, अOधक सामा4य मी��क 
ाफ़ के �लए #टार 
ाफ़
को Bबि�डगं Zलॉक के Qप म� देखा जा सकता है। इसके अलावा, इससे मी��क 
ाफ़ पर 3व�भ4न
[िWटकोणP क0 3वशषेताओं का आसानी से वणAन "कया जा सकता है। हालां"क, जसैा "क 3व�भ4न
वा#त3वक द/ुनया के अन7ुयोगP से #पWट है, महLवपणूA नेटवकA (या 
ाफ) म� चV0य उप-
ाफ भी
शा�मल ह?। इस�लए, पणूAता के �लए, हमने चVय�ुत वाले मी��क 
ाफ़ क0 सम#याओं पर भी
3वचार और 3व<लेषण "कया है।

हमने दो अलग मी��क 
ाफ़, अथाAत ् #टार 
ाफ़और टैडपोल 
ाफ़, पर अरै*खक �भ4नाLमक
सीमा मान सम#याओं (FBVPs) के �लए अि#तLव, 3व�शWटता और ि#थरता प2रणामP के
अ]ययन के साथ शNुआत क0। बानाच सकुंचन �स�धांत का उपयोग करते हुए, गरै-रेखीय
फंकशन क0 Lipschitz /नरंतरता को मानकर, हमने 3वचार क0 गई सम#याओं के अि#तLवऔर
3व�शWटता के प2रणामP को साBबत "कया। Schaefer's और Krasnoselskii के /नि<चत Bबदंु
7मेयP के मा]यम से, हमने अरेखीय एफबीवीपी के �लए #टार 
ाफ़और टैडपोल 
ाफ़ पर Vमशः
कम से कम एक समाधान के अि#तLव को #था3पत "कया है, िजसम� अरेखीय फ़ं�शन पर
कमजोर धारणाएं ह?। इसके अलावा, टैडपोल 
ाफ पर एफबीवीपी के �लए उलम-7कार ि#थरता
प2रणाम 7ा_त "कए गए ह? । 7ा_त प2रणामP क0 7यो`यता 3व�भ4न उदाहरणP के मा]यम से
7द�शAत "कया।



मी��क 
ाफ़ पर �भ4नाLमक इWटतम /नयCंण सम#याओं के मामले म�, हमने 7ारंभ म�
मी��क #टार 
ाफ़ पर गरै-रेखीय एफबीवीपी �वारा शा�सत इWटतम /नयCंण सम#याओं पर
3वचार "कया है। हमने एफओसीपी आस4न 7णालIऔर के �लएआव<यक इWटतमता क0 ि#थ/त
7ा_त क0 है। बानाच सकुंचन �स�धांत का उपयोग करके भा2रत #थान म� प2रणामी आस4न
7णालI के अि#तLव और 3व�शWटता के प2रणाम साBबत "कये गये ह?। इसके अलावा, इWटतम
/नयंCण सम#या का अनमुा/नत समाधान खोजने के �लए एक अतंर योजना का 7#ता3वत क0
गयी है। 7#ता3वत अतंर योजना क0 MयवहायAता को उदाहरणP के मा]यम से 7द�शAत "कया
गया है।

�भ4नाLमक पीडीई, 3वशषे Qप से समय-आ�ंशक परवल/यक समीकरणP �वारा सचंा�लत
इWटतम /नयCंण सम#याओं के 3व<लेषण और 3ववेक0करण को शQु करने से पहले, हमने पहले
समय-आ�ंशक 3वचलन समीकरण (टIएफडीई) औरसमय-आ�ंशक बगAर समीकरण (टIएफबीई)
का वणAन मी��क #टार 
ाफ पर "कयाऔर प2रणामी सम#याओं के 3व<लेषणाLमक/अनमुा/नत
समाधान 7ा_त करने के �लए 7�स�ध 3व3वधता पनुराव3ृb 3वOध (वीआईएम) का शोषण "कया।
हालां"क, टIएफबीई का अ]ययन 3वशषे Qप से मी��क #टार 
ाफ़ पर गरै-रै*खक �भ4नाLमक
अतंर समीकरणP पर 3वOध क0 7भावशीलता को दशाAने के �लए "कया गया है। सcेंप म�, हमने
7#ता3वत वीआईएम का उपयोग करते हुए रेखीय एफबीवीपी और समय �भ4नाLमक 3वचलन
समीकरण के �लए 3व<लेषणाLमक समाधान मी��क #टार 
ाफ पर 7ा_त "कया। मी��क #टार

ाफ पर अरेखीय TFBE के �लए, हमने 3वOध का उपयोग करके अनमुा/नत समाधान 7ा_त "कया
और तीन "कनारP वाले मी��क #टार 
ाफ़ पर TFBE के एक 3वशषे उदाहरण पर 3वचार करके
3वOध क0 दcता को सLया3पत "कया।

हमने समय-आ�ंशक 3वचलन समीकरण �वारा शा�सत इWटतम /नयCंण सम#याओं का वणAन
3वत2रत और सीमा /नयंCण दोनP को #वीकार करते हुए मी��क #टार 
ाफ़ पर "कया। हमने
eigenfunction 3व#तार क0 3वOध का उपयोग करके मी��क #टार 
ाफ़ पर गव/नdग समीकरणP
(TFDEs) के �लए well-posedness प2रणामP को साBबत "कया। इसके अलावा, हमने ऐसी
सम#याओं का अनमुा/नत समाधान खोजने के �लए एक सी�मत अतंर योजना 7#ताव क0।
असतत ऊजाA प�ध/त का उपयोग करते हुए, हमने 7#ता3वत अतंर योजना क0 Bबना शतA ि#थरता
को साBबत "कया और अ�भसरण 7ा_त "कया। मी��क #टार 
ाफ़ पर सबंंOधत इWटतम /नयंCण
सम#या के �लए, हमने ल
ै�ज गणुक 3वOध और भागP सCू �वारा �भ4नाLमक एक0करण का
उपयोग करके समत�ुय इWटतमता 7णालI 7ा_त क0। हमने यह भी साBबत "कया "क मानी गई
इWटतम /नयCंण सम#या का एक अ�3वतीय इWटतम समाधान है। इसके अलावा, TFDEs के
�लए अतंर योजना के आधार पर, हमने इWटतम /नयCंण सम#या का अनमुा/नत समाधान
खोजने के �लए प2रणामी इWटतमता 7णालI का असतत स#ंकरण 7ा_त "कया। हमने 7#ता3वत
योजना क0 7यो`यता को टIएफडीई और संबंOधत इWटतम /नयंCण सम#याओं के उदाहरणP को
तीन "कनारP वाले मी��क #टार 
ाफ़ पर पर 3वचार करके 7द�शAत "कया।



मी��क 
ाफ़ के Mयापक वगA पर FOCPs क0 7यो`यता �दखाने के �लए, हमने समय-/नभAर
गणुांक के साथ समय आ�शकं परवल/यक समीकरण �वारा सचंा�लत इWटतम /नयCंण
सम#याओं का वणAन सामा4य मी��क 
ाफ़ पर "कया। गलेैर"कन प�ध/त का उपयोग करते हुए,
हमने शासी समीकरण (रा`य समीकरण) के weak solution के �लए well-posedness
प2रणाम 7ा_त "कए। इसके अलावा, हमने सबंंOधत इWटतम /नयंCण सम#या के �लए इWटतम
समाधान के अि#तLव और 3व�शWटता को साBबत "कया और /नयंCण क0 3वशषेता वालI
समत�ुय इWटतमता 7णालI 7ा_त क0। एक प2र�मत अतंर 3वOध परआधा2रत अतंर योजना का
7#ताव समय-आ�शकं परवल/यक समीकरण और सबंंOधत इWटतम /नयंCण सम#याओं के
अनमुा/नत समाधान को सामा4य मी��क 
ाफ़ पर खोजने के �लए "कया गया। हम 7#ता3वत
अतंर क0 7यो`यता को TFPE के �लए एक #टार 
ाफ परऔर चV (BCकोण) से य�ुत 
ाफ पर
7द�शAत करते है। हालां"क, हम असतत इWटतमता 7णालI क0 7यो`यता को 3वशषे Qप से एक
मी��क #टार 
ाफ के �लए सLया3पत करत ेह? ।

अतं म�, हमने #पेस-टाइम gै�शनल परवल/यक समीकरणP (एसटIएफपीई) �वारा शा�सत
3वत2रत इWटतम /नयंCण सम#याओं पर 3वचार "कया, िजसम� टाइम-gै�शनल कैपटुो
ड2ेरवे�टMस और #टमA-�लउ3वल 7कार के #था/नक �भ4नाLमक ड2ेरवे�टMस को �सगंल एज
(बाउंडडे ओपन इंटरवल) और मे��क पर #टार 
ाफ शा�मल "कया गया। सबसे पहले, हमने एक
हI "कनारे पर रा`य समीकरण के weak solution के �लए well-posedness प2रणाम साBबत
"कए। "फर, हमने साBबत "कया "क एकल "कनारे पर एसटIएफपीई से जड़ुी �3वघात 3वत2रत
इWटतम /नयCंण सम#या एक अ�3वतीय समाधान #वीकार करती है, और सबंंOधत इWटतमता
7णालI को MयLुप4न करती है जो /नयंCण चर क0 3वशषेता है। इसी तरह क0 जांच एसटIएफपीई
और स3ुवचा2रत मी��क #टार 
ाफ पर सबंंOधत इWटतम /नयंCण सम#या के �लए क0 गई है।
इसके अलावा, हम 3वक�सत अतंराल पर और साथ हI एक #टार 
ाफ पर एसटIएफपीई के
अनमुा/नत समाधान को खोजने के �लए एक अलग योजना 3वक�सत करते ह? । हालां"क, इसी
इWटतम /नयंCण सम#याओं के �लए, हम एकल "कनारे पर अनमुा/नत समाधान के �लए अतंर
योजना 3वक�सत करते है। 7#ता3वत अतंर क0 7यो`यता और MयवहायAता को 7द�शAत करने के
�लए तीन "कनारP के साथ इकाई अतंराल और मी��क #टार 
ाफ पर सYंयाLमक OचCण 7#तुत
"कए जाते ह?।



Contents

Certificate i

Acknowledgements iii

Abstract v

List of Figures xiii

List of Tables xv

List of Symbols xvii

1 Introduction 1

1.1 Differential equations on metric graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.2 Fractional calculus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3 Fractional differential equations on metric graphs . . . . . . . . . . . . . 22

1.4 Fractional optimal control problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.5 Organization of the thesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2 Existence, uniqueness and Ulam-type stability results for nonlinear

FBVPs on a metric star graph and tadpole graph 31

2.1 Linear fractional boundary value problem on a metric star graph and

tadpole graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

ix



x Contents

2.2 Existence and uniqueness results for nonlinear FBVP on a metric star graph 40

2.2.1 Existence and uniqueness results via Banach contraction principle 42

2.2.2 Existence results via Schaefer’s fixed point theorem . . . . . . . . 46

2.3 Existence and uniqueness results for nonlinear FBVP on a tadpole graph 53

2.4 Ulam-type stability analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

2.5 Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

3 Fractional optimal control problem on a metric star graph: optimality

system and numerical solution 81

3.1 Main results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

3.1.1 Adjoint system and optimality conditions for FOCPs on a metric

star graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

3.1.2 Existence and uniqueness of adjoint system . . . . . . . . . . . . . 87

3.2 Finite difference approximation for FOCPs . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

3.3 Numerical results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

4 Variational iteration method for linear and nonlinear fractional differential

equations on metric star graph 101

4.1 Variational iteration method (VIM) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

4.2 Analytic solution for linear fractional differential equations on metric star

graph using VIM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

4.2.1 VIM for a linear FBVP on a metric star graph . . . . . . . . . . . 104

4.2.2 VIM for time-fractional diffusion equations on a metric star graph 107

4.3 Approximate solution of the time-fractional viscous Burgers equation on a

metric star graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

5 Optimal control problems driven by time-fractional diffusion equations

on metric star graph: optimality system and finite difference approximation117

5.1 Function spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

5.2 Well-posedness for time-fractional diffusion equations on a metric star graph124



Contents xi

5.3 Optimal solution and optimality system for the fractional optimal control

problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

5.4 Finite difference approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

5.4.1 Approximation of the TFDE on a metric star graph . . . . . . . . 142

5.4.2 Approximation of the FOCP on a metric star graph . . . . . . . . 150

5.5 Numerical results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

6 Well-posedness, optimal control and discretization for time-fractional

parabolic equations with time-dependent coefficients on metric graphs159

6.1 Notation and Preliminaries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

6.1.1 Notation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

6.1.2 Fractional integrals and derivatives . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

6.1.3 Function spaces for metric graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

6.2 Well-posedness for the state equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166

6.3 Fractional optimal control problem: optimal solution and optimality conditions177

6.4 Finite difference approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186

6.4.1 Approximation of the TFPE on metric graphs . . . . . . . . . . . 186

6.4.2 Approximation of the FOCP on metric graphs . . . . . . . . . . . 192

6.5 Numerical results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195

7 Distributed optimal control problems driven by space-time fractional

parabolic equations on a metric star graph 201

7.1 Function spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206

7.2 Distributed optimal control for a parabolic fractional Sturm-Liouville problem

on a single edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209

7.2.1 Well-posedness results for space-time fractional parabolic equation 209

7.2.2 Fractional optimal control problem . . . . . . . . . . . . . . . . . 217

7.3 Distributed optimal control for a parabolic fractional Sturm-Liouville problem

on a metric star graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224



xii Contents

7.3.1 Well-posedness results for space-time fractional parabolic equation

on a metric star graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226

7.3.2 Fractional optimal control problem on a metric star graph . . . . 229

7.4 Finite difference approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234

7.4.1 Approximation of the STFPE on a single edge and a metric star

graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234

7.4.2 Approximation of the FOCP on a single edge . . . . . . . . . . . 238

7.5 Numerical results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239

8 Conclusion and future directions 245

8.1 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245

8.2 Future directions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248

Bibliography 251

Bio-Data 271



List of Figures

1.1 (a) A graph containing cycles; (b) tree-like graph. . . . . . . . . . . . . . 2

1.2 A star graph consisting of k edges. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.1 A circular ring with an attached edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.1 A sketch of the star graph with k edges along with boundary control. . . 83

3.2 Approximation of the state variable y for the optimal control problem

defined in Example 3.3.1 for different values of N at α = 3/2. . . . . . . 98

3.3 Approximation of the state variable y for the optimal control problem

defined in Example 3.3.1 for different fractional order α and N = 64. . . 99

3.4 Approximation of the state variable y for the optimal control problem

defined in Example 3.3.2 for different values of N at α = 3/2. . . . . . . 100

4.1 A star graph G ′with one inflow and two outflow reaches. . . . . . . . . . 111

4.2 The analytic solution, (a) y1(x, t) and (b) y2(x, t) = y3(x, t), for Example

4.3.1 in the case of α = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

4.3 (a) Comparison of the approximate solution y31(x, .1) obtained by VIM with

the exact solution (α = 1); (b) comparison of the approximate solution

y32(x, .1) = y33(x, .1) obtained by VIM with the exact solution (α = 1). . . 114

4.4 Approximate solution y31(x, t) for α = .7, .9. . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

4.5 Approximate solution y32(x, t) = y33(x, t) for α = .7, .9. . . . . . . . . . . . 116

xiii



xiv List of Figures

5.1 A star graph with k edges along with distributed and boundary controls 118

5.2 Example 5.5.1. (a) Approximate solution Y at t = 0.5 on a metric star

graph with three edges (b) comparison of exact solution and numerical

solution at t = 1 on a single edge e1; for α = 0.5, Δx1 = Δx2 = Δx3 = .02

and Δt = .01. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

5.3 Example 5.5.2. (a) Approximate solution Y at t = 0.5 on a metric star

graph with three edges (b) comparison of exact solution and numerical

solution at t = 1 on a single edge e1; for α = 0.5, Δx1 = Δx2 = Δx3 = .02

and Δt = .01. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

5.4 Example 5.5.3. (a) Approximate solution of the control variable U at

t = 0.5 on a metric star graph with three edges (b) comparison of exact

solution and numerical solution of the control variable at t = 0.5 on a

single edge e1; for α = 0.5, Δx1 = Δx2 = Δx3 = .0156 and Δt = .0156. . 157

6.1 A graph containing cycle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

6.2 Example 6.5.1. (a) Analytic solution y(x, .5) = (yi(x, .5))
3
i=1 for α = 0.5

on a metric star graph with three edges; (b) Approximate solution Y at

t = 0.5 on a metric star graph with three edges for α = 0.5, Δx1 = Δx2 =

Δx3 = .0156 and Δt = .01. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

6.3 Example 6.5.2. (a) Analytic solution y(x, .5) = (y3(x, .5), y4(x, 0.5)) for

α = 0.5; (b) Approximate solution Y at t = 0.5 on the edges e3 and e4 for

α = 0.5, Δxi = .0156, i = 1, 2, . . . , 6 and Δt = .01. . . . . . . . . . . . . 197

7.1 Approximate solution of state variable y (left side) and control variable

u (right side) for different values of M for the optimal control problem

defined in the Example 7.5.2 at t = 0.4 with Δt = 0.02, α = 0.5 and β = 0.5.242



List of Tables

3.1 Control variable u = (u1, u2, u3) for different values of N for Example 3.3.1. 97

3.2 Control variable u = (u1, u2, u3) for different fractional order α with N =

64 for Example 3.3.1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

4.1 Comparison of pointwise absolute errors for the first three iterations at

α = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

4.2 Comparison of pointwise absolute errors for the third iteration at different

time t and α = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

5.1 The spatial error and convergence rates of difference scheme (5.76)-(5.80)

for Example 5.5.1 for α = 0.1, N = 100 and k = 3. . . . . . . . . . . . . . 154

5.2 The spatial error and convergence rates of difference scheme (5.76)-(5.80)

for Example 5.5.2 for α = 0.1, N = 100 and k = 3. . . . . . . . . . . . . . 155

5.3 The maximum absolute error for the state and the control varibale of the

optimal control problem defined in Example 5.5.3 for α = 0.5 and k = 3. 157

6.1 The spatial error for Example 6.5.1 for α = 0.5, N = 1000 and k = 3. . . 196

6.2 The spatial error for Example 6.5.2 for α = 0.5 and N = 100. . . . . . . . 198

6.3 The maximum absolute error for the state and the control varibale of the

optimal control problem defined in Example 6.5.3 for α = 0.5 and k = 3. 199

7.1 The maximum absolute error for Example 7.5.1 for different values of α. 240

xv



xvi List of Tables

7.2 The maximum spatial error for Example 7.5.2 at t = 0.5 for α = 0.5 and

β = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241

7.3 The spatial error for Example 7.5.3 for different values of α at t = 1. . . . 243



List of Symbols

Symbol Meaning

G Metric graph

ei ith edge of the metric graph

N Set of natural numbers

R Set of real numbers

A ⊆ X A is a subset of X

A ∩B The intersection of A and B

A ∪B The union of A and B

C[a, b] Banach space of all continuous functions with the norm ‖f‖ = sup
t∈[a,b]

|f(t)|

Cn[a, b] Space of all functions having n times continuously differentiable on [a, b], n ∈ N

AC[a, b] Space of functions that are absolutely continuous on [a, b]

ACn[a, b] Space of functions f such that f ∈ Cn−1([a, b]) and f (n−1) ∈ AC([a, b])

‖f‖Lp(a,b)

(∫ b

a
|f(t)|pdt

) 1
p
, 1 ≤ p < ∞, norm of f in Lp(a, b)

‖f‖L∞(a,b) ess sup
t∈(a,b)

|f(t)|, norm of f in L∞(a, b)

C∞
c (a, b) Set of infinitely differentiable functions with compact support in (a, b)

f ∗ g Convolution of f and g

xvii



xviii List of Symbols


