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Abstract

Characterizing face-number-related invariants of a given class of simplicial complexes has been

a central topic in combinatorial topology. In this regard, one well-known invariant for a d-

dimensional finite simplicial complex K is g2, defined by g2 := f1 − (d + 1)f0 +
(
d+2
2

)
, where

f0 and f1 denote the number of vertices and edges in K. A normal d-pseudomanifold without

boundary (respectively with boundary) is a connected pure simplicial complex in which every

face of dimension (d− 1) is contained in exactly two (respectively at most two) facets and the

links of all the simplices of dimension ≤ (d−2) are connected. In a normal d-pseudomanifoldK,

the link of a vertex is a normal d−1-pseudomanifold. Vertices in K whose links are triangulated

spheres are called non-singular vertices, and the remaining are called singular vertices.

Let K be a normal 3-pseudomanifold such that g2(K) ≤ g2(lk (v)) + 9 for some vertex v in

K. Suppose that either K has only one singularity or K has two singularities (at least) one

of which is an RP2-singularity. We prove that K is obtained from some boundary complexes

of 4-simplices by a sequence of operations of types connected sums, bistellar 1-moves, edge

contractions, edge expansions, vertex foldings, and edge foldings. In case K has one singularity,

|K| is a handlebody with its boundary coned off. Further, we prove that the above upper bound

is sharp for such normal 3-pseudomanifolds. These results are in Chapter 3.

In Chapter 4, we characterize a normal 3-pseudomanifold K with g2(K) ≤ 4. We know that

if a normal 3-pseudomanifold K with g2(K) ≤ 4 does not have any singular vertices, then it

is a triangulated 3-sphere. First, we prove that a normal 3-pseudomanifold K with g2(K) ≤ 4

has at most two singular vertices. Next, we prove that a normal 3-pseudomanifold K with

g2(K) ≤ 4, which is not a triangulated 3-sphere, is obtained from some boundary complexes

of 4-simplices by a sequence of operations such as connected sums, edge expansions, and an

edge folding. Furthermore, we prove that the normal 3-pseudomanifold K is a triangulation of

the suspension of RP2. Additionally, using [73], we reframe the characterization of a normal

3-pseudomanifold K with no singular vertices for g2(K) ≤ 9.



vi Abstract

Next, in Chapter 5, we extend the results obtained in Chapter 4. We characterize normal

3-pseudomanifolds with g2 = 5. First, we show that a normal 3-pseudomanifold K with g2 =

5 has no more than two singular vertices. Then, we show that K is obtained from some

boundary complexes of 4-simplices by a sequence of possible operations of types connected

sums, bistellar 1-moves, edge contractions, edge expansions, and an edge folding. As a result,

K is a triangulation of either a sphere or a suspension of RP2.

The average edge order, denoted by µ0(K), of a normal 3-pseudomanifold is defined as

µ0(K) = 3f2(K)
f1(K)

, where f2(K) and f1(K) represent the number of faces and edges in K, respec-

tively. In our study, we establish that, for a normal 3-pseudomanifold K with singularities,

µ0(K) ≥ 30
7
. Moreover, equality holds if and only if K is a one-vertex suspension of RP2 with

seven vertices. Furthermore, we establish that when 30
7
≤ µ0(K) ≤ 9

2
, K can be derived from

some boundary complexes of 4-simplices by a sequence of possible operations, including con-

nected sums, bistellar 1-moves, edge contractions, edge expansions, a vertex folding, and an

edge folding. In the end, we discuss some normal 3-pseudomanifolds exhibiting higher average

edge orders. These results are given in Chapter 6.



                        सार 
 

किसी दी गई ससिंप्लीसियल िॉम्पप्लेक्स िे फेस-सिंख्या से सिंबिंधित गुणों िा अध्ययन 

िॉम्म्पबनेटररयल टोपोलॉजी में एि महत्वपूणण ववषय रहा है। इस सिंदर्ण में, एि 𝑑-आयामी सीसमत 

ससिंप्लीसियल िॉम्पप्लेक्स 𝐾 िे सलए एि प्रमुख इनवेररएिंट 𝑔2 है, म्जस े ननम्पनसलखखत रूप में पररर्ावषत 

किया गया है: 𝑔2: = 𝑓1 − (𝑑 + 1)𝑓0 + (
𝑑 + 2
    2

), जहााँ 𝑓0  और 𝑓1  क्रमिः 𝐾 में िीषों और किनारों िी 
सिंख्या िो दिाणते हैं। 

एि सामान्य d-स्यूडोमैननफोल्ड (सीमा सहहत) एि सिंयोम्जत और िुद्ि ससिंप्लीसियल िॉम्पप्लेक्स 

होता है, म्जसमें प्रत्येि (𝑑 − 1)-आयामी फेस ठीि दो (या अधिितम दो) फ़ेसेट्स में ननहहत होता है, और 

सर्ी ≤ (𝑑 − 2)-आयामी ससिंम्प्लसेस िे सलिंि जुडे होते हैं। सामान्य 𝑑-स्यूडोमैननफोल्ड 𝐾 में किसी िीषण िा 
सलिंि सामान्य (𝑑 − 1)-स्यूडोमैननफोल्ड होता है। 𝐾 में व े िीषण म्जनिे सलिंि ट्रायिंगुलेटेड गोले होते हैं, 
नॉन-ससिंगुलर िीषण िहलाते हैं, जबकि िेष िीषण ससिंगुलर िहलाते हैं। 

हमने हदखाया है कि यहद 𝐾  एि सामान्य 3-स्यूडोमैननफोल्ड है और किसी िीषण 𝑣  िे सलए 

𝑔2(𝐾) ≤ 𝑔2((𝑣)) + 9 है, तो ननम्पनसलखखत वविेषताएाँ सत्य होती हैं: यहद 𝐾 में िेवल एि ससिंगुलैररटी है, 

तो |𝐾| एि हैंडलबॉडी है म्जसिी सीमा िोंड ऑफ़ होती है। यहद 𝐾 में दो ससिंगुलैररटीज़ हैं और उनमें से एि 

ℝℙ2-ससिंगुलैररटी है, तो 𝐾 िो िुछ 4-आयामी ससिंम्प्लसेस िे बाउिंड्री िॉम्पपलेक्सेस पर िनेक्टेड समों, 
बाइस्टेलर 1 -मूव्स, एज िॉन्टै्रक्ििंस, एज एक्सपेंििंस, िीषण फ़ोम्ल्डिंगस, और एज फ़ोम्ल्डिंगस जैस े

ऑपरेिन्स िी एि अनुक्रम द्वारा प्राप्त किया जा सिता है। उपरोक्त इनेक़ुअसलटी 𝑔2(𝐾) ≤ 𝑔2((𝑣)) +

9 सामान्य 3-स्यूडोमैननफोल््स िे सलए इष्टतम है। ये पररणाम अध्याय 3 में हदए गए हैं। 
अध्याय 4 में, हम 𝑔2(𝐾) ≤ 4 वाली एि सामान्य 3-स्यूडोमैननफोल्ड 𝐾 िा वणणन िरते हैं। हम 

जानते हैं कि यहद 𝑔2(𝐾) ≤ 4 वाली िोई सामान्य 3-स्यूडोमैननफोल्ड 𝐾 में िोई ससिंगुलर िीषण नहीिं है, तो 
वह एि ट्रायिंगुलेटेड गोला होता है। सबसे पहले, हम ससद्ि िरते हैं कि 𝑔2(𝐾) ≤ 4 वाली एि सामान्य 

3-स्यूडोमैननफोल्ड 𝐾 में अधिितम दो ससिंगुलर िीषण होत ेहैं। कफर, हम ससद्ि िरत ेहैं कि 𝑔2(𝐾) ≤ 4, जो 
एि ट्रायिंगुलेटेड गोला नहीिं है, उसे िुछ 4-आयामी ससिंम्प्लसेस िे बाउिंड्री िॉम्पपलेक्सेस पर िनेक्टेड समों, 
एज एक्सपेंििंस, और एि एज फ़ोम्ल्डिंग लगािर प्राप्त किया जा सिता है। इसिे अनतररक्त, हम ससद्ि 

िरते हैं कि सामान्य 3-स्यूडोमैननफोल्ड |𝐾| , ℝℙ2  िा सस्पेंिन है। इसिे अलावा, डी. वॉिप िे  
पररणामों िा उपयोग िरिे, हम 𝑔2(𝐾) ≤ 9 िे सलए सामान्य 3-स्यूडोमैननफोल्ड 𝐾 िे बबना ससिंगुलर 

िीषों िे वणणन िो पुनः प्रस्तुत िरते हैं। 
अगले अध्याय 5 में, हम अध्याय 4 में प्राप्त पररणामों िा ववस्तार िरत ेहैं। हम 𝑔2 = 5 वाली 

सामान्य 3-स्यूडोमैननफोल््स िा वणणन िरते हैं। सबसे पहले, हम यह हदखाते हैं कि 𝑔2 = 5 वाली एि 



सामान्य 3-स्यूडोमैननफोल्ड 𝐾 में अधिितम दो ससिंगुलर िीषण होते हैं। कफर, हम हदखाते हैं कि 𝐾 िो िुछ 

4-आयामी ससिंम्प्लसेस िे बाउिंड्री िॉम्पपलेक्सेस पर िनेक्टेड समों, बाइस्टेलर 1-मूव्स, एज िॉन्टै्रक्ििंस, एज 

एक्सपेंििंस, और एज फ़ोम्ल्डिंगस जैस ेऑपरेिन्स लगािर प्राप्त किया जा सिता है। पररणामस्वरूप, |𝐾| 

या तो एि गोलि या ℝℙ2 िा सस्पेंिन होता है। 
 एवरेज एज ऑडणर, म्जसे 𝜇0(𝐾) द्वारा ननरूवपत किया जाता है, एि सामान्य 3-स्यूडोमैननफोल्ड 

िा पररर्ावषत रूप है: 𝜇0(𝐾) =
3𝑓2(𝐾)

𝑓1(𝐾)
, जहााँ 𝑓2(𝐾) और 𝑓1(𝐾) क्रमिः 𝐾 में फेस और किनारों िी सिंख्या 

िो दिाणते हैं। हमारे अध्ययन में, हम स्थावपत िरत ेहैं कि, एि सामान्य 3-स्यूडोमैननफोल्ड 𝐾 िे सलए 

म्जसमें ससिंगुलररटीज़ होती हैं, उसमें 𝜇0(𝐾) ≥
30

7
 होता है। इसिे अलावा, समानता तर्ी होती है जब और 

िेवल तब, 𝐾 ट्रायिंगुलेटेड ℝℙ2 िा एि एि-िीषण सस्पेंिन हो, म्जसमें सात िीषण होत ेहैं। इसिे अलावा, 
हम यह स्थावपत िरते हैं कि जब 

30

7
≤ 𝜇0(𝐾) ≤

9

2
 है, तो 𝐾 िो िुछ 4-आयामी ससिंम्प्लसेस िे बाउिंड्री 

िॉम्पपलेक्सेस पर िनेक्टेड समों, बाइस्टेलर 1-मूव्स, एज िॉन्टै्रक्ििंस, एज एक्सपेंििंस, िीषण फ़ोम्ल्डिंगस, 

और एज फ़ोम्ल्डिंगस जैस ेऑपरेिन्स िी एि अनुक्रम द्वारा प्राप्त किया जा सिता है। अिंत में, हम िुछ 

सामान्य 3-स्यूडोमैननफोल््स पर चचाण िरते हैं जो उच्च एवरेज एज ऑडणर प्रदसिणत िरते हैं। ये पररणाम 

अध्याय 6 में हदए गए हैं। 
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