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Abstract

The primary objective of this thesis is to explore non-standard finite element methods in the

context of both elliptic and parabolic variational inequalities. In the domain of elliptic varia-

tional inequalities, our focus centers on two specific contact problems: the obstacle problem and

the Signorini problem, serving as prototypes for the elliptic variational inequality of the first

kind. Transitioning to parabolic variational inequalities, we conduct a detailed convergence

analysis of the finite element method for the fourth-order time dependent obstacle problem.

The regularity of the solution plays a pivotal role in determining the qualitative behaviour of

the approximation. However, the solution of the linear elliptic problem exhibits singularities

owing to changes in boundary conditions, irregular coefficients, and reentrant corners in the

domain. This incomplete elliptic regularity of the solution renders uniform refinement ineffec-

tive, failing to achieve an optimal convergence rate. Adaptive refinement emerges as a solution

to this challenge. This approach relies on a posteriori error estimators to enhance efficiency by

locally refining the mesh in areas where irregular behaviour in the solution is observed. In this

thesis, a theoretical framework is developed to derive these a posteriori error estimates and

obtain convergence rates for some variational inequalities. The presented theoretical results of-

fer crucial insights for assessing the reliability of computed solutions. Numerical investigations

provide empirical support for the theoretical findings presented in this thesis.

This thesis comprises of six chapters, encompassing an introductory chapter and a concluding

chapter. The first chapter establishes the groundwork for subsequent sections by conducting

a thorough review of relevant literature, consolidating established results, and introducing

essential preliminaries. Chapter 2 focuses on deriving pointwise a posteriori error estimates

for non-conforming finite element method in the context of the second-order elliptic obstacle

problem. The analysis heavily relies on standard a priori estimates for the regularized Green’s

function and sub and super solutions corresponding to the continuous solution u. Chapter 3
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vi Abstract

conducts a posteriori analysis of a non-conforming method for the Signorini problem in the

supremum norm, which arises in the study of frictionless contact problems. A mapping from

the non-conforming finite element space to the conforming finite element space is constructed

and extensively used in the analysis. Chapter 4 is dedicated to a detailed development of

a posteriori error analysis of hybrid higher order method for the obstacle problem in the energy

norm. Here, the discrete solution uh is considered as a constant polynomial inside each cell

and a linear polynomial on each face. The cornerstone of the method is a local (element-wise)

discrete gradient reconstruction operator, and a linear averaging function is employed to transfer

the gradient reconstruction operator to its conforming approximation. Moving to Chapter

5, the focus shifts to the numerical solution of a parabolic variational inequality. Spatially

semi-discrete and fully-discrete schemes for the fourth-order time dependent obstacle problem

are studied using the backward Euler’s method in time and the discontinuous Galerkin finite

element method in space. To validate the theoretical results, numerical results are presented

at the end of each chapter from Chapter 2 to Chapter 5. Finally, in the last chapter, a

comprehensive overview of the completed work is presented, alongside suggestions for potential

extensions and areas for future investigation.



 
 
 
 
 
 
 
 

सार 

 
इस थी&सस का )ाथ&मक उ,दे/य अ2डाकार और परवल9यक प:रवत<नशील असमानताओं दोनB के संदभ< मD गैर-
मानक प:र&मत तHव IवJधयB का पता लगाना है। अ2डाकार प:रवत<नीय असमानताओं के NेO मD, हमारा Pयान दो 
Iव&शQट संपक<  समSयाओं पर कD TUत है: बाधा समSया और &सXनो:रनी समSया, जो पहले )कार कZ अ2डाकार 
प:रवत<नीय असमानता के &लए )ोटोटाइप के \प मD काय< करती है। परवल9यक प:रवत<नशील असमानताओं मD 
सं]मण करते हुए, हम चौथे ]म कZ समय पर 9नभ<र बाधा समSया के &लए प:र&मत तHव IवJध का IवSततृ 
अ&भसरण Iव/लेषण करते हd। समाधान कZ 9नय&मतता सिfनकटन के गुणाHमक gयवहार को 9नधा<:रत करने मD 
महHवपूण< भू&मका 9नभाती है। हालाँjक, रैkखक अ2डाकार समSया का समाधान सीमा िSथ9तयB, अ9नय&मत गुणांक 
और डोमेन मD पुन)<वेश कोनB मD प:रवत<न के कारण IवलNणता )द&श<त करता है। समाधान कZ यह अपूण< अ2डाकार 
9नय&मतता एकसमान शोधन को अ)भावी बना देती है, एक इQटतम अ&भसरण दर )ाmत करने मD Iवफल हो जाती 
है। अनुकूलo प:रशोधन इस चुनौती के समाधान के \प मD उभरता है। यह pिQटकोण उन NेOB मD जाल को Sथानीय 
\प से प:रQकृत करके दNता बढ़ाने के &लए पोSटo:रयर OTुट अनुमानकB पर 9नभ<र करता है जहां समाधान मD 
अ9नय&मत gयवहार देखा जाता है। इस थी&सस मD, इन पूव<वतr OTुट अनुमानB को )ाmत करने और कुछ 
प:रवत<नशील असमानताओं के &लए अ&भसरण दर )ाmत करने के &लए एक सै,धां9तक ढांचा Iवक&सत jकया गया 
है। )Sतुत सै,धां9तक प:रणाम गणना jकए गए समाधानB कZ Iव/वसनीयता का आकलन करने के &लए महHवपूण< 
अंतp<िQट )दान करते हd। संvयाHमक जांच इस थी&सस मD )Sतुत सै,धां9तक 9नQकषw के &लए अनुभवजfय समथ<न 
)दान करती है। 
 
 
इस थी&सस मD छह अPयाय शा&मल हd, िजसमD एक प:रचयाHमक अPयाय और एक समापन अPयाय शा&मल है। 
पहला अPयाय )ासंJगक साTहHय कZ गहन समीNा करके, SथाIपत प:रणामB को समेjकत करके और आव/यक 
)ारं&भकताओं को )Sतुत करके बाद के अनुभागB के &लए आधार तैयार करता है। अPयाय 2 दसूरे ]म कZ अ2डाकार 
बाधा समSया के संदभ< मD गैर-अनु\प प:र&मत तHव IवJध के &लए yबदंवुार प/चवतr OTुट अनुमान )ाmत करने पर  
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viii                                                                                       सार                                                                                        
 
क" #$त है। *व,लेषण 1नय4मत 6प से 9ीन के फ़ं=शन और 1नरंतर समाधान यू के अनु6प उप और सुपर 
समाधानG के 4लए मानक Iाथ4मक अनुमानG पर 1नभLर करता है। अMयाय 3, सवOPच मानदंड म" 
4सTनोVरनी समWया के 4लए एक गैर-अनु6प *वZध का एक प,च *व,लेषण करता है, जो घषLण र#हत 
संपकL  समWयाओं के अMययन म" उ^प_न होता है। गैर-अनु6प पVर4मत त^व Wथान से अनु6प पVर4मत 
त^व Wथान तक मानZच`ण का 1नमाLण aकया जाता है और *व,लेषण म" बड़ े पैमाने पर उपयोग aकया 
जाता है। अMयाय 4 ऊजाL मानक म" बाधा समWया के 4लए हाइghड उPच iम *वZध के प,चवतj `#ुट 
*व,लेषण के *वWततृ *वकास के 4लए सम*पLत है। यहां, असतत समाधान उह को I^येक को4शका के अंदर 
एक िWथर बहुपद और I^येक चेहरे पर एक रैnखक बहुपद के 6प म" माना जाता है। *वZध कp 
आधार4शला एक Wथानीय (त^व-वार) असतत 9ेtडएंट पुन1नLमाLण ऑपरेटर है, और 9ेtडएंट पुन1नLमाLण 
ऑपरेटर को उसके अनु6प सि_नकटन म" WथानांतVरत करने के 4लए एक रैnखक औसत फ़ं=शन 1नयोिजत 
aकया जाता है। अMयाय 5 कp ओर बढ़ते हुए, Mयान परवल1यक पVरवतLनशील असमानता के संxया^मक 
समाधान पर क" #$त हो जाता है। चौथे iम कp समय पर 1नभLर बाधा समWया के 4लए Wथा1नक 6प से 
अधL-असतत और पूरz तरह से अलग योजनाओं का अMययन समय म" *पछड़ े यूलर कp *वZध और 
अंतVर| म" असंतत गैलेरaकन पVर4मत त^व *वZध का उपयोग करके aकया जाता है। सै}धां1तक पVरणामG 
को Iमाnणत करने के 4लए, अMयाय 2 से अMयाय 5 तक I^येक अMयाय के अंत म" संxया^मक पVरणाम 
IWतुत aकए जाते ह�। अंत म", अं1तम अMयाय म", भ*व�य कp जांच के 4लए संभा*वत *वWतार और |े`G के 
सुझावG के साथ, पूणL aकए गए कायL का एक �यापक अवलोकन IWतुत aकया जाता है। 
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