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Abstract

Over the past few decades, problem of option pricing has been a major development

in mathematical finance. Mathematical modelling of option pricing problems mainly

leads to partial differential equations (PDEs), partial integro-differential equations (PI-

DEs), and linear complementarity problems (LCPs). Because of their complex nature,

it is not always possible to obtain the analytical solutions of these PDEs, PIDEs, and

LCPs. Therefore, accurate and efficient numerical methods are required to solve them

numerically.

Finite difference schemes are one of the oldest and well established techniques for

numerical solution of PDEs. One can develop high-order accurate finite difference schemes

by increasing computational stencil, but it complicates the implementation of boundary

conditions. Furthermore, application of high-order finite difference schemes sometimes

suffer from restrictive stability conditions and spurious oscillations may also be present

in the numerical solutions. Therefore, finite difference schemes have been developed

using compact stencils (commonly known as compact schemes) at the expense of some

complication in their evaluation.

In order to have a better understanding of compact approximations, we developed

MATLAB routines to compute derivative approximations of arbitrary functions. High-

order compact approximations for first, second, third, and fourth derivatives are obtained

for functions with periodic, Dirichlet, and Neumann boundary conditions. Moreover,

compact approximation for partial derivative approximations of functions in two variables
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vi Abstract

are also discussed.

In this thesis, compact schemes are proposed for solving PDEs, PIDEs and LCPs aris-

ing in option pricing. Novelty of proposed compact schemes is that they do not require

original equations as an auxiliary equations unlike other compact schemes. In proposed

compact schemes, second derivative is expressed in terms of unknowns itself and their first

derivative approximations, thereby allowing us to obtain a tridiagonal system of linear

equations for fully discrete problems. Fourier analysis of differencing error for proposed

compact approximation of second derivative is presented. It is observed that proposed

compact approximation for second derivative has better resolution characteristics as com-

pared to other difference approximations. We started with numerical approximation to

the solution of one-dimensional linear convection-diffusion equation. Consistency and

stability of fully discrete problem are proved and it is shown that proposed compact

scheme is fourth order accurate.

Nevertheless, compact approximations are not customary tools for option pricing prob-

lems because initial conditions for these problems are always non-smooth. As a result,

it will affect the convergence rate of proposed compact schemes. Several approaches, for

example, co-ordinate transformation and local mesh refinement have been considered in

literature to achieve high-order convergence rate even for non-smooth initial conditions.

These approaches suffer with certain drawbacks, for example, it may not be possible to

define a coordinate transformation for all PDEs, PIDEs and LCPs. Further, manual inclu-

sion of grid points near singularity to accomplish local mesh refinement becomes tedious

in certain cases. In order to avoid these limitations, smoothing operator are employed to

smooth the initial conditions which helps to achieve high-order convergence rate. More-

over, an efficient numerical method is developed for solving PDEs using wavelet which

does not require manual inclusion of grid points near singularity.

In order to illustrate the applicability of proposed compact scheme in option pricing,

we adopted the compact scheme to solve Black-Scholes PDE for pricing European op-

tions. It is observed that proposed compact scheme is only second order accurate with

original (non-smooth) initial condition and fourth order accuracy is achieved after em-



vii

ploying smoothing operator to initial condition. As an application of convection-diffusion

equations, proposed compact scheme is adopted to solve PDE governing price of Asian

options. It is shown that proposed compact scheme is accurate for Asian option PDE

also.

We considered compact schemes based on different temporal semi-discretizations for

solving PIDE and LCP governing European and American option prices respectively

under jump-diffusion models. Consistency and stability of proposed compact schemes are

also proved. As an extension to jump-diffusion models, we proposed compact schemes

to solve coupled PIDEs and LCPs for pricing European and American options under

regime-switching jump-diffusion models (RSJDM). Numerical illustrations are presented

to demonstrate the accuracy and efficiency of proposed compact schemes.

Considering the fact that local mesh refinement helps to achieve high-order conver-

gence rate, we proposed a wavelet optimized compact scheme (WOCS) to solve PDEs

using diffusion wavelet. Solution of PDEs using WOCS is obtained on adaptive grid,

which implies more grid points are added near singularity and grid points are removed

where solution is smooth. Thus, proposed WOCS automatically takes care of local mesh

refinement and it is shown that proposed WOCS is extremely efficient. As an application

in option pricing, Black-Scholes PDE for barrier options is solved using proposed WOCS.

In order to validate the applicability of compact approximations for fractional deriva-

tives, we derived a fourth order compact approximation for space fractional Riemann-

Liouville derivative. Using this approximation, fourth-order compact schemes are pro-

posed to solve space fractional convection-diffusion equations in one and two dimensions.

As an application in option pricing, space fractional Black-Scholes equation is solved using

proposed compact scheme. Fourier analysis of differencing errors for fractional derivatives

is presented which may be considered to illustrate resolution characteristics of compact

approximations rather than its truncation errors.



                                सार 
पिछले कुछ दशकों में, पिकल्ि मूल्य निर्ाारण की समस्या गणणतीय पित्त में एक बडा 
पिकास रहा है। पिकल्ि मूल्य निर्ाारण समस्याओं का गणणतीय मॉडललगं मुख्य रूि स े
आंलशक अतंर समीकरण (िीडीई), आंलशकअलिन्ि-अतंरसमीकरण (िीआईडीएस), और रैणिक 
िूरकता समस्याओं (एलसीिी) की ओर जाता है।उिकी जटिल प्रकृनत के कारण, इििीडीई, 
िीआईडीएस और एलसीिी के पिश्लेषणात्मक समार्ाि प्राप्त करिा हमेशा संिि िह ं होता 
है। इसललए, उन्हें संख्यात्मक रूि से हल करिे के ललए सि क और कुशल संख्यात्मक 
पिधर्यों की आिश्यकता होती है।  

िररलमत अतंरयोजिाए ंिीडीई के संख्यात्मक समार्ाि के ललए सबस ेिुरािी और अच्छी तरह 
स ेस्थापित तकिीकों में से एक हैं। कम्पप्यूिेशिल स्िैंलसल को बढाकर उच्च-आदेश सि क 
सीलमत अतंर योजिाए ंपिकलसत कर सकती हैं, लेककि यह सीमा की स्स्थनत के कायाान्ियि 
को जटिल बिाती है। इसके अलािा, उच्च-आदेश सीलमत अतंरयोजिाओ ंका उियोग किी-किी 
प्रनतबंधर्त स्स्थरता की स्स्थनत से ग्रस्त होता है और िकल  िररसंचरण संख्यात्मक समार्ािों 
में िी उिस्स्थत हो सकता है।इसललए,  सीलमत मूल्यांकि योजिाओं को उिके मूल्यांकि में 
कुछ जटिलताओं के िचा िर कॉम्पिैक्ि स्िैंलसल (आमतौर िर कॉम्पिैक्ि स्कीम के रूि में जािा 
जाता है) का उियोग करके पिकलसत ककया गया है। 

कॉम्पिैक्ि अिुमािों की बेहतर समझ रििे के ललए, हमि ेमिमािे ढंग स ेकायों के व्युत्िन्ि 
अिुमािों की गणिा करिे के ललए मैिलैब रूि ि पिकलसत ककए। आिधर्क, डडर चलेि और 
न्यूमैि सीमा स्स्थनतयों के साथ कायों के ललए िहले, दसूरे, तीसरे, और चौथे डरेरिेटिि के ललए 
उच्च-आदेश कॉम्पिैक्ि अिुमाि प्राप्त ककए जाते हैं। इसके अलािा,  दो चरों में कायों के 
आंलशक व्युत्िन्ि अिुमािों के ललए कॉम्पिैक्ि सस्न्िकिि िर िी चचाा की जाती है। 

इस थीलसस में, पिकल्ि मूल्य निर्ाारण में उत्िन्ि िीडीई, िीआईडी और एलसीिी को हल 
करिे के ललए कॉम्पिैक्ि योजिाएं प्रस्तापित की जाती हैं। प्रस्तापित कॉम्पिैक्ि योजिाओं की 
ििीिता यह है कक उन्हें मूल समीकरणों को अन्य कॉम्पिैक्ि योजिाओं के पििर त सहायक 
समीकरणों की आिश्यकता िह  ंहोती है। प्रस्तापित कॉम्पिैक्ि योजिाओं में, दसूरा व्युत्िन्ि 
अज्ञात और उिके िहले व्युत्िन्ि अिुमािों के संदिा में व्यक्त ककया जाता है, स्जससे हमें 
िूर  तरह से अलग समस्याओं के ललए रैणिक समीकरणों की त्रििुज प्रणाल  प्राप्त करिे की 
इजाजत लमलती है। दसूरे व्युत्िन्ि के प्रस्तापित कॉम्पिैक्ि अिुमाि के ललए िटुि का फूररयर 
पिश्लेषण प्रस्तुत ककया गया है। यह देिा गया है कक दसूरे व्युत्िन्ि के ललए प्रस्तापित 



कॉम्पिैक्ि सस्न्िकिि में अन्य अतंर अिुमािों की तुलिा में बेहतर ररजॉल्यूशि पिशषेताए ंहैं। 
हमिे एक-आयामी रैणिक संिहि-प्रसार समीकरण के समार्ाि के ललए संख्यात्मक अिुमाि 
के साथ शुरू ककया। िूर  तरह से अलग समस्या की सुसंगतता और स्स्थरता सात्रबत होती है 
और यह टदिाया जाता है कक प्रस्तापित कॉम्पिैक्ि योजिा चौथा आदेश सि क है। 

कफरिी, कॉम्पिैक्ि अिुमाि पिकल्ि मूल्य निर्ाारण समस्याओं के ललए िारंिररक उिकरण िह  ं
हैं क्योंकक इि समस्याओं के ललए प्रारंलिक स्स्थनतयां हमेशा गैर-धचकिी होती हैं। ितीजति, 

यह प्रस्तापित कॉम्पिैक्ि योजिाओं की अलिसरण दर को प्रिापित करेगा। उदाहरण के ललए, 

कई दृस्टिकोण, गैर-धचकिी प्रारंलिक स्स्थनतयों के ललए िी उच्च-आदेश अलिसरण दर प्राप्त 
करिे के ललए साटहत्य में िररिताि और स्थािीय जाल िररशोर्ि को समन्िनयत ककया गया 
है। ये दृस्टिकोण कुछ कलमयों के साथ िीडडत हैं, उदाहरण के ललए, सिीिीडीई, िीआईडी और 
एलसीिी के ललए समन्िय िररिताि को िररिापषत करिा संिि िह  ंहो सकता है। आगे, 

मैन्युअल समािेशि स्थािीय जाल िुिः जुमाािा िूरा करिे के ललए एकिचि के िास धग्रड 
अकं के कुछ मामलों में थकाऊ हो जाता है। इि सीमाओं से बचिे के ललए, प्रारंलिक स्स्थनतयों 
को सुचारू बिािे के ललए धचकिाई ऑिरेिर को नियोस्जत ककया जाता है जो उच्च-आदेश 
अलिसरण दर प्राप्त करिे में मदद करता है। इसके अलािा, िेिलेि का उियोग करके िीडीई 
को हल करिे के ललए एक कुशल संख्यात्मक पिधर् पिकलसत की जाती है स्जसे एकिचि के 
िास धग्रडत्रबदंओु ंके मैन्युअल समािेशि की आिश्यकता िह  ंहोती है। 

पिकल्ि मूल्य निर्ाारण में प्रस्तापित कॉम्पिैक्ि योजिा की प्रयोज्यता को स्िटि करिे के 
ललए, हमि ेयूरोिीय पिकल्िों के मूल्य के ललए ब्लैक-स्कॉल्स िीडीई को हल करिे के ललए 
कॉम्पिैक्ि योजिा अििाई। यह देिा गया है कक प्रस्तापित कॉम्पिैक्ि योजिा मूल (गैर-धचकिी) 
प्रारंलिक स्स्थनत के साथ केिल दसूरा ऑडार सि क है और प्रारंलिक स्स्थनत में स्मूधथगं 
ऑिरेिर को नियोस्जत करिे के बाद चौथी ऑडार सि कता प्राप्त की जाती है। संिहि-प्रसार 
समीकरणों के एक आिेदि के रूि में, एलशयाई पिकल्िों के िीडीई शालसत मूल्य को हल करिे 
के ललए प्रस्तापित कॉम्पिैक्ि योजिा अििाई जाती है। यह टदिाया गया है कक प्रस्तापित 
कॉम्पिैक्ि योजिा एलशयाई पिकल्ि िीडीई के ललए िी सि क है। 

हमिेकूद-प्रसार मॉडलों के तहत क्रमशः यूरोिीय और अमेररकी पिकल्ि की कीमतों को 
नियंत्रित करिे के ललए िीआईडी और एलसीिी को हल करिे के ललए पिलिन्ि अस्थायी सेम-

पिघिि के आर्ार िर कॉम्पिैक्ि योजिाएं मािीं। प्रस्तापित कॉम्पिैक्ि योजिाओं की सुसंगतता 
और स्स्थरता िी सात्रबत हुई है। कूद-प्रसार मॉडलों के पिस्तार के रूि में, हमिे युस्ममत 
िीआईडी और एलसीिी को नियम-स्स्िधचगं जंि-प्रसार मॉडलों (आरएसजेडीएम) के तहत 
यूरोिीय और अमेररकी पिकल्िों के मूल्य निर्ाारण के ललए कॉम्पिैक्ि योजिाओं का प्रस्ताि 



टदया। प्रस्तापित कॉम्पिैक्ि योजिाओं की सि कता और दक्षता का प्रदशाि करिे के ललए 
संख्यात्मक धचि प्रस्तुत ककए गए हैं। 

इस तथ्य को ध्याि में रिते हुए कक स्थािीय जाल िररशोर्ि उच्च-आदेश अलिसरण दर 
प्राप्त करिे में मदद करता है, हमिे प्रसार लहरों का उियोग करके िीडीई को हल करिे के 
ललए एक िेिलेि अिुकूललत कॉम्पिैक्ि योजिा (डब्ल्यूओसीएस) का प्रस्ताि टदया। 
डब्ल्यूओसीएस का उियोग करत ेहुए िीडीई का समार्ाि अिुकूल  धग्रड िर प्राप्त होता है, 

स्जसका अथा है कक एकिचि के िास अधर्क धग्रड अकं जोडे जात ेहैं और धग्रड िॉइंि हिा 
टदए जात ेहैं जहा ंसमार्ाि धचकिी होता है। इस प्रकार, प्रस्तापित डब्ल्यूओसीएस स्िचाललत 
रूि स ेस्थािीय जाल िररशोर्ि का ख्याल रिता है और यह टदिाया गया है कक प्रस्तापित 
डब्ल्यूओसीएस बेहद कुशल है। पिकल्ि मूल्य निर्ाारण में एक आिेदि के रूि में, बार्ा 
पिकल्िों के ललए ब्लैक-स्कॉल्स िीडीई प्रस्तापित डब्ल्यूओसीएस का उियोग कर के हल ककया 
जाता है। 

आंलशक डरेरिेटिव्स के ललए कॉम्पिैक्ि अिुमािों की प्रयोज्यता को प्रमाणणत करिे के ललए, 

हमिे अतंररक्ष आंलशक ररमैि-ललओपिले व्युत्िन्ि के ललए चौथा आदेश कॉम्पिैक्ि अिुमाि 
लगाया। इस सस्न्िकिि का उियोग करते हुए, चौथे क्रम कॉम्पिैक्ि योजिाओं को एक और दो 
आयामों में अतंररक्ष आंलशक संिहि-प्रसार समीकरणों को हल करिे का प्रस्ताि है। पिकल्ि 
मूल्य निर्ाारण में एक आिेदि के रूि में, स्िेस आंलशक ब्लैक-स्कॉल्स समीकरण प्रस्तापित 
कॉम्पिैक्ि योजिा का उियोग कर के हल ककया जाता है। आंलशक डरेरिेटिव्स के ललए िटुियों 
का फूररयर पिश्लेषण प्रस्तुत ककया जाता है स्जसे इसकी छंििी िटुियों के बजाय कॉम्पिैक्ि 
अिुमािों की ररजॉल्यूशि पिशषेताओं को धचत्रित करिे के ललए मािा जा सकता है। 
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