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Abstract

The efficiency of an optimization algorithm plays a crucial role in the performance of

several engineering applications. In this thesis, the focus is on utilizing the Majorization

Minimization (MM) framework to develop efficient iterative optimization algorithms.

In particular, MM-based algorithms are proposed to solve convex, non-convex, and

non-smooth problems that have applications in the field of signal processing, commu-

nication, and machine learning. Also, for some problems, the combination of the MM

framework with other commonly used optimization algorithms, such as the Alternating

Direction Method of Multipliers (ADMM), is explored. One of the motivations behind

studying the MM framework is its flexibility in solving a broad spectrum of problems.

For instance, apart from solving convex problems, it can solve problems whose cost

functions are non-convex and non-smooth. Also, it can handle problems with non-

convex constraints. Another key advantage of MM is that it helps in exploiting the

problem structure to develop problem-specific optimization algorithms.

In the first part of the thesis, the focus is on developing efficient optimization al-

gorithms for the problems encountered in the field of signal processing. In this regard,

four different problems related to signal processing applications are considered - 1)

Source localization, 2) Non-negative matrix factorization, 3) Atomic Norm Minimiza-

tion and, 4) Toeplitz covariance matrix estimation problems. For the first problem,

which is a non-convex and non-smooth problem, an optimization algorithm named

SOLVIT is proposed. SOLVIT is an MM-based iterative algorithm which, unlike the

state-of-the-art algorithms, tackles the problem exactly without any approximations.

Next, the non-negative matrix factorization problem, which is a non-convex problem
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with multiple optimization variables, is studied. By inspecting the structure of this

problem, two different iterative optimization algorithms named INOM and PARINOM

are presented. While the former optimization algorithm is based on the block MM

framework - an extension of the MM technique employed to solve problems with sev-

eral block variables, the latter optimization algorithm is based on the principle of the

MM procedure. Subsequently, for the convex Atomic Norm Minimization and the non-

convex Toeplitz covariance matrix estimation problems, iterative optimization algo-

rithms named DYANOM and ATOM are proposed. To develop both the optimization

algorithms, a hidden structure of the underlying optimization problem is exploited.

Moreover, DYANOM is based on the integration of the MM framework with Dykstra’s

projection. Also, two versions of ATOM, based on the combination of MM with ADMM

and MM with Dykstra’s projection, are proposed. For each problem, numerical simu-

lations are conducted, which indicate that the proposed optimization algorithms have

superior performance when compared to the state-of-the-art algorithms.

The second part of the thesis deals with tackling two different optimization problems

that have applications in the field of communication. The first problem is concerned

with the construction of unimodular sequences with good autocorrelation properties.

To attain such sequences, an iterative optimization algorithm named SLOPE is pro-

posed that minimizes the maximum peak sidelobe level of a unimodular sequence.

Therefore, SLOPE optimizes a non-convex minimax problem. SLOPE arrives at a

stationary point of the problem by leveraging the adaptation of the MM framework

for minimax problems coupled with the utilization of the Mirror Descent Algorithm

(MDA). Later, SLOPE is extended to handle additional constraints such as the energy,

peak-to-average-power ratio, and spectral constraints. Numerical simulations confirm

that SLOPE can generate sequences of considerably longer lengths with lower peak

sidelobe levels. Next, a different non-convex minimax problem is optimized to con-

struct optimal frames. Such frames comprises of a set of unit norm vectors such that

the maximum correlation among them is minimal. To solve the minimax problem, two

iterative optimization algorithms named TELET and FLIP with different updating
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schemes are proposed. While the former MM-based algorithm updates all the columns

comprising the frame vectors at once, the latter block MM-based algorithm updates the

frame in a column-wise fashion. In addition to utilizing the MM framework, TELET

and FLIP borrow MDA and state-of-the-art linear programming optimization algo-

rithms, respectively, to construct optimal frames. Numerical simulations reveal that

TELET and FLIP can construct frames of longer lengths with lower coherence values.

In the third part of the thesis, the focus is on solving optimizations problems that

have applications in the field of machine learning. Under this field, the maximum

likelihood parameter estimation for the classical multinomial logistic regression clas-

sifier is considered. Although the problem is convex and differentiable, it does not

enjoy a closed-form solution. To solve this problem, an MM-based iterative algorithm

named PIANO is proposed, which can parallely update each element of the optimiza-

tion variable. Moreover, unlike the state-of-the-art algorithms, PIANO can also be

easily modified to handle the parameter estimation problem for the sparse multinomial

logistic regression classifier. Simulations are conducted to compare PIANO with the

existing methods, and it is found that PIANO performs better than the existing meth-

ods in terms of speed of convergence. Then, the `p norm linear regression optimization

problem, which has applications in semi-supervised learning, is studied. To tackle this

problem, an iterative optimization algorithm named PROMPT is proposed based on

the MM technique. Unlike the state-of-the-art algorithms, PROMPT can handle the

underlying cost function for any value of p. Moreover, PROMPT updates each element

of the optimization variable parallely. Numerical simulations highlight that PROMPT

performs better than the state-of-the-art algorithms in terms of speed of convergence.
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साराांश 

 

एक अनुकूलन एल्गोररथ्म की दक्षता कई इांजीननयररांग अनुप्रयोगोां के प्रदशशन में महत्वपूर्श भूनमका ननभाती है। इस 

थीनसस में, कुशल पुनरावृत्त अनुकूलन एल्गोररदम नवकनसत करने के नलए मेजराइजेशन नमननमाइजेशन (एमएम) 

ढाांचे का उपयोग करने पर ध्यान कें नित नकया गया है। नवशेष रूप से, एमएम-आधाररत एल्गोररदम उत्तल, गैर-

उत्तल, और . को हल करने के नलए प्रस्तानवत हैं गैर-नचकनी समस्याएां  नजनमें नसग्नल प्रोसेनसांग, सांचार और मशीन 

सीखने के के्षत्र में अनुप्रयोग हैं। इसके अलावा, कुछ समस्याओां के नलए, एमएम फे्रमवकश  का सांयोजन अन्य सामान्य 

रूप से उपयोग नकए जाने वाले अनुकूलन एल्गोररदम के साथ, जैसे नक अल्टरनेन ांग गुर्क की नदशा नवनध (ADMM) 

की खोज की गई है। एमएम ढाांचे का अध्ययन करने के पीछे की पे्ररर्ाओां में से एक समस्याओां के व्यापक से्पक्ट्रम 

को हल करने में इसकी लचीलापन है। उदाहरर् के नलए, उत्तल समस्याओां को हल करने के अलावा, यह उन 

समस्याओां को भी हल कर सकता है नजनकी लागत कायश गैर-उत्तल और गैर-नचकनी हैं। साथ ही, यह गैर-उत्तल 

बाधाओां के साथ समस्याओां को सांभाल सकता है। MM का एक अन्य प्रमुख लाभ यह है नक यह समस्या-नवनशष्ट 

अनुकूलन एल्गोररदम नवकनसत करने के नलए समस्या सांरचना का दोहन करने में मदद करता है। 

 

थीनसस के पहले भाग में, नसग्नल प्रोसेनसांग के के्षत्र में आने वाली समस्याओां के नलए कुशल अनुकूलन एल्गोररदम 

नवकनसत करने पर ध्यान कें नित नकया गया है। इस सांबांध में, नसग्नल प्रोसेनसांग अनुप्रयोगोां से सांबांनधत चार अलग-

अलग समस्याओां पर नवचार नकया जाता है - 1) स्रोत स्थानीयकरर्, 2) गैर-नकारात्मक मैन रक्स कारककरर्, 3) 

परमारु् मानदांड नू्यनतमकरर्, और, 4) Toeplitz सहप्रसरर् मैन रक्स अनुमान समस्याएां । बाकी समस्या के नलए, जो 

एक गैर-उत्तल और गैर-नचकनी समस्या है, SOLVIT नामक एक अनुकूलन एल्गोररथ्म प्रस्तानवत है। SOLVIT एक 

MM-आधाररत पुनरावृत्त एल्गोररथ्म है, जो अत्याधुननक एल्गोररदम के नवपरीत, नबना नकसी अनुमान के समस्या से 

ननप ता है। इसके बाद, गैर-ऋर्ात्मक मैन रक्स गुर्नखांडन समस्या का अध्ययन नकया जाता है, जो कई अनुकूलन 

चरोां के साथ एक गैर-उत्तल समस्या है। इस समस्या की सांरचना का ननरीक्षर् करके, INOM और PARINOM नामक 

दो अलग-अलग पुनरावृनत्त अनुकूलन एल्गोररदम प्रसु्तत नकए जाते हैं। जबनक पूवश अनुकूलन एल्गोररथ्म ब्लॉक MM 

ढाांचे पर आधाररत है - कई ब्लॉक चर के साथ समस्याओां को हल करने के नलए ननयोनजत MM तकनीक का एक 

नवस्तार, बाद वाला अनुकूलन एल्गोररथ्म MM प्रनिया के नसद्ाांत पर आधाररत है। इसके बाद, उत्तल परमारु् मानक 

नू्यनीकरर् और गैर-उत्तल  ोप्लि ्ज सहप्रसरर् मैन रक्स आकलन समस्याओां के नलए, पुनरावृत्त अनुकूलन 

एल्गोररदम DYANOM और ATOM नाम प्रस्तानवत हैं। दोनोां अनुकूलन एल्गोररदम नवकनसत करने के नलए, 

अांतननशनहत अनुकूलन समस्या की एक नछपी सांरचना का शोषर् नकया जाता है। इसके अलावा, DYANOM डायक्स्ट्र ा 

के प्रके्षपर् के साथ MM ढाांचे के एकीकरर् पर आधाररत है। साथ ही, ADMM के साथ MM के सांयोजन के आधार 

पर ATOM के दो सांस्करर् और डायक्स्ट्र ा के प्रके्षपर् के साथ एमएम प्रस्तानवत हैं। प्रते्यक समस्या के नलए, 

सांख्यात्मक नसमुलेशन आयोनजत नकए जाते हैं, जो इांनगत करते हैं नक प्रस्तानवत अनुकूलन एल्गोररदम का 

अत्याधुननक एल्गोररदम की तुलना में बेहतर प्रदशशन है। 

 

थीनसस का दूसरा भाग दो अलग-अलग अनुकूलन समस्याओां से ननप ने से सांबांनधत है नजनका सांचार के के्षत्र में 

अनुप्रयोग है। पहली समस्या अचे्छ ऑ ोसहसांबांध गुर्ोां के साथ अननमोडू्यलर अनुिमोां के ननमाशर् से सांबांनधत है। 

ऐसे अनुिमोां को प्राप्त करने के नलए, SLOPE नामक एक पुनरावृत्त अनुकूलन एल्गोररथ्म प्रस्तानवत है जो एक 

अननमोडू्यलर अनुिम के अनधकतम नशखर साइडलोब स्तर को कम करता है। इसनलए, SLOPE एक गैर-उत्तल 

नू्यनतम अनधकतम समस्या का अनुकूलन करता है। नमरर नडसें  एल्गोररथम के उपयोग के साथ नमलकर नमननमैक्स 

समस्याओां के नलए एमएम फे्रमवकश  के अनुकूलन का लाभ उठाकर स्लोप समस्या के एक प्लस्थर नबांदु पर आता है 

(एमडीए)। बाद में, SLOPE को अनतररक्त बाधाओां जैसे नक ऊजाश, नशखर-से-औसत-शप्लक्त अनुपात, और वर्शिमीय 

बाधाओां को सांभालने के नलए बढाया गया है। सांख्यात्मक नसमुलेशन इस बात की पुनष्ट करते हैं नक SLOPE ननचली 



चो ी के साथ काफी लांबी लांबाई के अनुिम उत्पन्न कर सकता है साइडलोब स्तर। अगला, एक अलग गैर-उत्तल 

नमनीमैक्स समस्या को इष्टतम फे़्रम बनाने के नलए अनुकूनलत नकया गया है। इस तरह के फे्रम में यूनन  नॉमश वैक्ट्र 

का एक से  होता है, नजसमें उनके बीच अनधकतम सहसांबांध नू्यनतम होता है। नमननमैक्स समस्या को हल करने के 

नलए, अलग-अलग अद्यतन योजनाओां के साथ TELET और FLIP नामक दो पुनरावृत्त अनुकूलन एल्गोररदम प्रस्तानवत 

हैं। जबनक पूवश MM-आधाररत एल्गोररथम फे्रम वैक्ट्र वाले सभी कॉलम को एक साथ अपडे  करता है, बाद वाला 

ब्लॉक MM-आधाररत एल्गोररथम कॉलम-वार फैशन में फे्रम को अपडे  करता है। MM ढाांचे का उपयोग करने के 

अलावा, TELET और FLIP इष्टतम फे्रम बनाने के नलए िमशः  एमडीए और अत्याधुननक रैप्लखक प्रोग्रानमांग अनुकूलन 

एल्गोररदम उधार लेते हैं। सांख्यात्मक नसमुलेशन से पता चलता है नक TELET और FLIP कम सुसांगतता मूल्ोां के साथ 

लांबी लांबाई के फे्रम का ननमाशर् कर सकते हैं। 

 

थीनसस के तीसरे भाग में, उन अनुकूलन समस्याओां को हल करने पर ध्यान कें नित नकया गया है नजनमें मशीन 

सीखने के पुराने समय में अनुप्रयोग हैं। इस के्षत्र के तहत, क्लानसकल मल्टीनोनमयल लॉनजप्लिक ररगे्रशन 

क्लानसफायररयर के नलए अनधकतम सांभावना पैरामी र अनुमान पर नवचार नकया जाता है। हालाांनक समस्या उत्तल 

और अलग-अलग है, यह नही ां है एक बांद फॉमश समाधान का आनांद लें। इस समस्या को हल करने के नलए, नपयानो 

नामक एक एमएम-आधाररत पुनरावृत्त एल्गोररदम प्रस्तानवत है, जो अनुकूलन चर के प्रते्यक तत्व को समानाांतर 

रूप से अद्यतन कर सकता है। इसके अलावा, अत्याधुननक एल्गोररदम के नवपरीत, नवरल बहुपद के नलए पैरामी र 

अनुमान समस्या को सांभालने के नलए नपयानो को आसानी से सांशोनधत नकया जा सकता है लॉनजप्लिक ररगे्रशन 

क्लासी एर। मौजूदा तरीकोां के साथ नपयानो की तुलना करने के नलए नसमुलेशन आयोनजत नकए जाते हैं, और यह 

पाया जाता है नक नपयानो अनभसरर् की गनत के मामले में मौजूदा तरीकोां से बेहतर प्रदशशन करता है। नफर, एलपी 

मानदांड रैप्लखक प्रनतगमन अनुकूलन समस्या, नजसमें अधश-पयशवेनक्षत नशक्षर् में अनुप्रयोग हैं, का अध्ययन नकया 

जाता है। इससे ननप ने के नलए समस्या, MM तकनीक के आधार पर PROMPT नामक एक पुनरावृत्त अनुकूलन 

एल्गोररथ्म प्रस्तानवत है। अत्याधुननक एल्गोररदम के नवपरीत, PROMPT p के नकसी भी मूल् के नलए अांतननशनहत 

लागत फां क्शन को सांभाल सकता है। इसके अलावा, PROMPT अनुकूलन चर के प्रते्यक तत्व को समानाांतर रूप 

से अद्यतन करता है। सांख्यात्मक नसमुलेशन इस बात पर प्रकाश डालते हैं नक PROMPT अनभसरर् की गनत के 

मामले में अत्याधुननक एल्गोररदम से बेहतर प्रदशशन करता है। 
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(·)T Transpose

(·)∗ Complex conjugate

(·)H Complex conjugate transpose

(·)−1 Inverse

� Hadamard product

⊗ Kronecker product

|A| Determinant of matrix A

Re(·) Real part

Tr(A) Trace of matrix A

Rank(A) Rank of matrix A.

Vec(A) Vector obtained by stacking the columns of A

IN Identity matrix of size N

∇f Gradient of a function f

∇2f Hessian of a function f .

A � 0 A is a PSD matrix
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A � 0 A is a positive definite matrix

A−B � 0 Matrix A−B is PSD

A−B � 0 Matrix A−B is positive definite

λmax(A) Maximum eigenvalue of matrix A

λmin(A) Minimum eigenvalue of matrix A

|a| Element-wise absolute of the vector a

‖a‖2 Euclidean norm of the vector a

‖a‖1 `1 norm of the vector a

‖a‖p `p norm of the vector a

‖A‖F Frobenious norm of matrix A

E[·] Statistical expectation

max(A,B) Element wise maximum between A and B.

◦ Element wise multiplication.

� Element wise division.
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