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Abstract

In this thesis, our main focus is on the decomposition results in terms of sum and product, the

construction of the more general fractal function and fractal measure on some fractal domains,

the fractal dimensions of the constructed fractal functions, the dimensional results on the fractal

transformations, and the quantization dimension for the invariant measures.

Fractal dimension is one of the most important concepts in the fractal geometry. Fractal

dimensions are useful to characterize the sets. In this thesis, we prove more general decom-

position results of a continuous function as the sum for the packing dimension and the upper

box dimension. We also prove decomposition results of a continuous function as the product

for the Hausdorff dimension, the lower box dimension, the packing dimension, the upper box

dimension and the Assouad dimension. Moreover, we determine upper bound for the upper and

the lower box dimension of the graph of the product of two continuous functions.

Fractal interpolation functions are the special type of interpolating function whose graph is

a fractal. Generally, these functions are non-smooth and irregular. Due to this, these functions

are more suitable for approximation than the classical interpolation functions. In this thesis,

we determine the bounds of the Hausdorff dimension of the graph of the vector-valued fractal

function. Moreover, we estimate the Hausdorff dimension of the invariant measure supported

on the graph of the vector-valued fractal function. We also prove the existence of the more

general vector-valued fractal function and the invariant measure supported on the graph of

the constructed vector-valued fractal function using the iterated function system (IFS) and

Rakotch contraction theory. Furthermore, we determine the fractal dimension of the graph

of the constructed fractal functions using the function space technique. Next, we prove the

existence of the more general fractal function on the Sierpiński Gasket (SG). We analyse some

properties and determine some dimensional results for these fractal functions. We establish

some conditions under which these fractal functions have finite energy. After that, we discuss
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about the restrictions of these fractal functions on the bottom line segment of SG and determine

the fractal dimensions of the graph of the Riemann-Liouville fractional integral of these fractal

functions. We also determine the exact value of the fractal dimensions of the graph of the

restriction of any harmonic function on SG. After that, we prove the existence of the general

version of α-fractal function. We determine the exact value of the fractal dimension of graph

of the general version of α-fractal function using covering method. Furthermore, we prove the

existence of the fractal function for general data sets using countable IFS and weak contraction

theory. We also estimate the fractal dimensions of the graph of the constructed fractal functions.

Fractal transformation is a map between the attractor of one hyperbolic IFS to the attractor

of another hyperbolic IFS. It has an application in image synthesis. In the second last chapter

of this thesis, we determine some results on the fractal dimension of the graph of the fractal

transformations. Quantization dimension is a very important thing in the quantization theory.

It has very good relationship with the Hausdorff dimension and the box dimension. The quan-

tization dimension of a Borel probability measure measures the speed how fast the quantization

error goes to zero as n goes to ∞. In this thesis, we determine the bounds for the quantization

dimension of the invariant measure supported on the attractor of the bi-Lipschitz IFS. We also

determine the quantization dimension of the invariant measures supported on the graph of the

fractal transformation.
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                            सार 
इस थीसिस में, हमारा मखु्य ध्यान योग और गुणा के रूप में विभाजन के परिणामों, फ्रै क्टल डोमेन पर अधिक सामान्य 
फ्रै क्टल फ़ं क्शन और फ्रै क्टल मेजर की रचना, बनाया गये  फ्रै क्टल फ़ंक्शनों का  फ्रै क्टल आयाम, फ्रै क्टल
ट्रांसफ़ॉर्मेशन का आयामी परिणाम, और फ्रै क्टल मेजर के लिए क्वांटिज़ेशन आयाम पर है।

फ्रै क्टल आयाम फ्रै क्टल ज्यामिति में सबसे महत्वपूर्ण अवधारणाओ ंमें से एक है। फ्रै क्टल आयाम समुदायों को 
चरित्रित करने के लिए उपयोगी हैं। इस थीसिस में, हम एक सतत फ़ंक्शन को पैकिं ग आयाम और ऊपरी बॉक्स 
आयाम के लिए योग के रूप में एक और अधिक सामान्य विभाजन के परिणामों को सिद्ध करते हैं। हम एक सतत 
फ़ंक्शन को हौसडॉर्फ  आयाम, निचला बॉक्स आयाम, पैकिं ग आयाम, ऊपरी बॉक्स आयाम, और एसोआउड  आयाम 
के लिए गुणा के रूप में विभाजन के परिणामों को सिद्ध करते हैं। इसके अलावा, हम दो सतत फ़ंक्शनों के गुणनफल 
के ग्राफ के ऊपर और निचले बॉक्स आयाम के लिए ऊपरी सीमा निर्धारित करते हैं।

फ्रै क्टल इंटरपोलेशन फ़ंक्शन एक विशेष प्रकार के इंटरपोलेटिं ग फ़ंक्शन हैं, जिनका ग्राफ एक फ्रै क्टल है। 
सामान्यत: य ेफ़ंक्शन नॉन-स्मूथ और अनियमित होते हैं। इस कारण, य े फ़ंक्शन्स एप्रोक्सिमेशन के लिए क्लासिक 
इंटरपोलेशन फ़ंक्शनों की तुलना में अधिक अनुकूल होते हैं। इस थीसिस में, हम वेक्टर-मूल्यफलक फ़ंक्शन के ग्राफ 
की हौसडॉर्फ  आयाम की सीमाएँ तय करते हैं। इसके अलावा, हम वेक्टर-मूल्यफलक फ़ंक्शन के ग्राफ पर सपोर्टेड  
इनवेरिएंट मेजर की हौसडॉर्फ  आयाम का अनुमान लगाते हैं। हम इटरेटेड फ़ंक्शन सिस्टम और रैकोच कंट्रैक्शन  
सिद्धांत का उपयोग करके अधिक सामान्य वके्टर-मूल्यफलक फ़ंक्शन और इसके ग्राफ पर सपोर्टेड  इनवेरिएंट मेजर  
का अस्तित्व सिद्ध करते हैं। इसके अलावा, हम फ़ंक्शन स्पेस तकनीक का उपयोग करके निर्मि त फ़्रै क्टल फ़ंक्शनों के 
ग्राफ का फ़्रै क्टल आयाम तय करते हैं। इसके बाद , हम सिएर्पिंस्की गास्के ट पर अधिक सामान्य फ़्रै क्टल  फ़ंक्शन 
का अस्तित्व सिद्ध करते हैं। हम इन फ़्रै क्टल फ़ंक्शन्स के लिए कुछ गुण और आयामी परिणाम निरूपित करते हैं। हम 
इन फ़्रै क्टल फ़ंक्शन्स के लिए कुछ स्थितियों को स्थापित करत ेहैं जिसके तहत इन फ़्रै क्टल फ़ंक्शन्स की ऊर्जा 
सीमित है। उसके बाद, हम सिएर्पिंस्की गास्के ट के निचले रेखा खंड पर इन फ़्रै क्टल फ़ंक्शन्स की प्रतिबंधिता के बारे 
में चर्चा करते हैं और इन प्रतिबंधित फ़्रै क्टल फ़ंक्शन्स के रीमन-लियोविल फ़्रै क्शनल समाकलन के ग्राफ का फ़्रै क्टल 
आयाम तय करते हैं। इसके अलावा, हम किसी भी हारमोनिक फ़ंक्शन के सिएर्पिंस्की गास्के ट के निचले रेखा खंड पर 
प्रतिबंधिता के ग्राफ का  फ़्रै क्टल आयाम तय करते हैं। इसके बाद, हम अल्फा-फ़्रै क्टल फ़ंक्शन के सामान्य संस्करण 
का अस्तित्व सिद्ध करते हैं। हम कवरिं ग मैथड का उपयोग करके अल्फा-फ़्रै क्टल फ़ंक्शन के सामान्य संस्करण के 
ग्राफ का आयाम निर्धारित करते हैं। इसके अलावा, हम काउंटेबल इटरेटेड फ़ंक्शन सिस्टम और वीक कंट्रैक्शन का 
उपयोग करके सामान्य डेटा सेट के लिए फ़्रै क्टल फ़ंक्शन का अस्तित्व सिद्ध करते हैं। हम इन निर्मि त फ़्रै क्टल 
फ़ंक्शनों के ग्राफ का आयाम भी तय करते हैं।

फ्रै क्टल ट्रांसफॉर्मेशन दो हाइपरबोलिक इटरेटेड फ़ंक्शन सिस्टम के अट्रैक्टर के बीच मैप है। इसका इमेज संश्लेषण 
में एक अनुप्रयोग है। इस थीसिस के दूसरे अंतिम अध्याय में, हम फ्रै क्टल ट्रांसफॉर्मेशन के ग्राफ की फ़्रै क्टल आयाम 
पर कुछ परिणाम सिद्ध करत ेहैं। क्वांटाइज़ेशन सिद्धांत में क्वांटाइज़ेशन आयाम एक बहुत महत्वपूर्ण चीज है। इसका  
हौसडॉर्फ  आयाम और बॉक्स आयाम के साथ बहुत अच्छा संबंध है। एक बोरेल प्रोबबिलिटी मेजर  का क्वांटाइज़ेशन 
आयाम, क्वांटाइज़ेशन त्रुटि के शून्य की ओर जाने पर की गति को मापता है जैसे जैसे n अनंत की ओर बढ़ता है। इस 
थीसिस में, हम बाइ-लिपशिट्ज़ इटरेटेड फ़ं क्शन सिस्टम के इनवारिएंट मेजर के क्वांटाइज़ेशन आयाम की सीमा का 
निर्धारण करते हैं। इसके अलावा, हम फ्रै क्टल ट्रांसफॉर्मेशन के ग्राफ पर सपोर्टेड मेजर के लिए भी  क्वांटाइज़ेशन 
आयाम की निर्धारण करते हैं।
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Gasket 89

4.1 Construction of fractal functions on the Sierpiński gasket . . . . . . . . . . . . . 90
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