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Abstract

Interest in the theory of rods has been the subject of intense research due to its applicabil-
ity in several areas of scientific and applied research such as its applicability in biophysics,
modeling chiral nanotubes, biomolecules, arteries, cables, ropes, strings etc. It is used in
modeling deformation in slender bodies whose dimension in one direction is much longer
compared to the other two. The theory differs from the classical beam theories such as
the Euler-Bernouli and Timoshenko beam theories primarily because the latter theories
are geometrically linear which can model only small rotation of the beam’s cross-section.
The theory of rods, on the other hand, is nonlinear and geometrically exact allowing
large rotation of the cross-section which, in turn, also needs nonlinear constitutive rela-
tions when the induced curvature and twist are large enough. In the context of modeling
of nanorods and notubes, if we use nanoscale experiments, we might obtain the linear
moduli but not the nonlinear moduli. Alternately, one can use molecular simulation to
obtain nonlinear constitutive laws. In an attempt to extract the constitutive relations
for nanorods, the first part of the thesis is dedicated towards establishing a microscopic
framework for one-dimensional nanostructures and thereby, deducing the expressions of
their thermoelastic constants. In the second part of the thesis, we again talk about the
theory of rods, but at the continuum scale. The theory of rods has been primarily used
to model elastic deformations. However, we present a general framework to model their
elastoplastic deformation and also present a finite element based numerical scheme.

We have presented a one-dimensional variant of the Irving-Kirkwood-Noll procedure
to obtain microscopic expressions of internal contact force and moment. The derived
expressions give both kinetic and potential parts of force and moment which hold also in
thermodynamic nonequilibrium. We showed analytically as well as numerically that the
total force must contain both potential and kinetic parts, only then it becomes analogous
to the internal contact force at continuum level. We also derived expressions of exten-
sional, torsional and bending stiffnesses but from the second derivative of Helmholtz free
energy per unit length with respect to strain parameters. The expressions of stiffnesses
hold only in thermodynamic equilibrium. The derived expressions were used to investi-
gate extension, compression, torsion and bending of SWCNTs. These expressions provide
us with a way to obtain internal force, moment and stiffnesses more accurately during
molecular simulation - the existing approach of obtaining them by numerical differenti-
ation of energy with respect to strain parameters is prone to numerical error. We then
obtain expressions for heat capacity and thermal stress coefficients for a helically repeat-
ing nanostructure in thermodynamic equilibrium from the second derivative of Helmholtz
free energy with respect to temperature and strain measures. The derived expressions are
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used in molecular dynamics simulation to study the variation of thermoelastic constants
with temperature in single-walled carbonnanotubes.

We then turn towards the continuum elastoplastic deformation in the context of spe-
cial Cosserat rods. In this thesis, a general framework is presented to model coupled
elastoplastic deformation in the theory of special Cosserat rods. The use of the one-
dimensional form of the energy balance in conjunction with the one-dimensional entropy
balance allows us to obtain the constitutive relations for this theory. Later on, addi-
tive decomposition is used to separate the elastic part of the strain measures of the rod
from their plastic counterparts. We then present the most general quadratic form of the
Helmholtz energy per unit rod’s undeformed length for both hemitropic and transversely
isotropic rods. We also propose a prototype yield criterion in terms of forces, moments
and hardening stress resultants as well as the associative flow rules for the evolution of
plastic strain measures and hardening variables. We then present a finite element for-
mulation for the elastoplastic deformation in the special Cosserat rod theory and obtain
a general elastoplastic tangent stiffness matrix. The formulation assumes the existence
of a yield function in terms of stress resultants over the rod’s cross-section, i.e., force,
moment and hardening stress resultants. The associated flow rule is assumed for the
evolution of the rod’s plastic strain measures and hardening variables. A return map
algorithm is developed in order to obtain consistent algorithmic elastoplastic tangent
moduli of the rod. The formulation presented is used to study the combined extension-
torsion loading of a straight rod with different cases of hardening. Another problem of
snap-through buckling of a semi-circular arch subjected to a vertically downward load at
its mid-section is also investigated. The effect of various elastoplastic parameters of the
arch on its load-displacement curve are presented.
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सार 
 

वैज्ञानिक और व्यावहाररक अिुसंधाि के कई क्षेत्रों में इसकी प्रयोज्यता के कारण छड़ के ससद्ांत में रुचि गहि शोध का ववषय 

रहा है, जैसे कक जैव-भौनतकी में इसकी प्रयोज्यता, चिरल िैिोट्यूब, बायोमोलेक्यूलस, धमनियों, केबल, रस्ससयों, 

तार आदि का मॉडसलगं| यह ससद्ांत शासत्रीय बीम ससद्ांतों से अलग है जैसे यूलर-बिौली और दिमकॉइि बीम ससद्ांत, 

मुख्य रूप से क्योंकक बाि के ससद्ांत ज्यासमतीय रूप से रैखिक हैं जो बीम के क्रॉस-सेक्शि के केवल छोिे रोिेशि 

को मॉडल कर सकत ेहैं| िसूरी ओर, छड़ का ससद्ांत, गैर-रेिीय और ज्यासमतीय रूप से सिीक है जो क्रॉस-सेक्शि के बड़ े

रोिेशि की अिुमनत िेता है, जिससे जब पे्रररत वक्रता और मोड़ काफी बड़ े होत े हैं, तो गैर-संवैधानिक संबंधों की भी 

आवश्यकता होती है। िैिोरोड्स और िैिोट्यूब की मॉडसलगं के संिभभ में अगर हम िैिोसकेल प्रयोग करत ेहैं, तो हम रैखिक 

मोडुली प्राप्त कर सकत ेहैं लेककि अरेिीय मोडुली िहीं। गैर-संवैधानिक कािूिों को प्राप्त करिे के सलए, वकैस्पपक रूप से, 

कोई आणववक ससमुलेशि का उपयोग कर सकता है| िैिोरोड्स के सलए संवैधानिक संबंधों को निकालिे के प्रयास में, 

थीससस का पहला भाग, उिके थमोइलास्सिक स्सथरांक के भावों को घिात े हुए, एक आयामी िैिोसरक्िर के सलए सूक्ष्म 

रूपरेिा की सथापिा के सलए समवपभत है| थीससस के िसूरे भाग में हम कफर से बात करत ेहैं छड़ के ससद्ांत के बारे में, 

लेककि सातत्य पैमािे पर। छड़ के ससद्ांत का मुख्य रूप से लोििार ववकृनतयों को मॉडल करि ेके सलए उपयोग ककया 

गया है| हालांकक, हम उिके इलासिोप्लास्सिक ववरूपण मॉडल के सलए एक सामान्य रूपरेिा प्रसतुत करत े हैं और एक 

पररसमत तत्व आधाररत संख्यात्मक योजिा भी प्रसतुत करत ेहैं। 

 

हमिे  आंतररक संपकभ  बल और क्षण की सूक्ष्म असभव्यस्क्त प्राप्त करिे के सलए इरववगं-कककभ वुड-िोल प्रकक्रया के 

एक आयामी संसकरण को प्रसतुत ककया है। व्युत्पन्ि असभव्यस्क्तयााँ बल और गनत के गनतज और संभाववत िोिों 

भागों को प्रिाि करती हैं जो थमोडायिासमक िोस्क्वलीब्रियम में भी पकड़ में आती हैं। हमिे ववश्लेषणात्मक रूप से 

और साथ ही संख्यात्मक रूप से दििाया कक कुल बल में संभाववत और गनतज िोिों भाग होिे िादहए, तभी यह 

निरंतर संपकभ  सतर पर आंतररक संपकभ  बल के 

अिुरूप हो जाता है| हमिे खिचाव, िॉसभिल और झुकिे वाली कठोरता के भी भाव निकाले हैं लेककि हेपमहोपट़् मकु्त ऊजाभ 

प्रनत यूनिि लंबाई के िसूरे व्युत्पन्ि से | कठोरता के भाव केवल थमोडायिेसमक संतुलि में पकड़ रित ेहैं। व्युत्पन्ि 

असभव्यस्क्तयों का उपयोग एकल िीवार वाले काबभि िैिोट्यूब के ववसतार, संपीड़ि, मरोड़ और झुकिे की जांि के सलए ककया 

गया था। 



ये भाव हमें आणववक ससमुलेशि के िौराि आंतररक बल, गनत और कठोरता प्राप्त करि े के तरीके अचधक 

सिीकता के साथ प्रिाि करत ेहैं| तिाव मापिंडों के संबंध में ऊजाभ के संख्यात्मक ववभेिि द्वारा उन्हें प्राप्त करिे का मौजिूा 

तरीका संख्यात्मक त्रुदि के सलए प्रवण है। फिर हम हेल्महोल्ज़ के दसूरे व्युत्पन्न से ऊष्मागतिकीय संिुलन में एक हेल्लो 

ररपीटेड नैनोसंरचना के ललए ऊष्मा क्षमिा और िापीय िनाव गुणांक के ललए भाव प्राप्ि करत ेहैं| व्युत्पन्ि असभव्यस्क्तयों का 

उपयोग एकल-िीवार वाले काबभििोट्यूब में तापमाि के साथ थमोइलास्सिक स्सथरांक की सभन्िता का अध्ययि करिे के 

सलए , आणववक गनतशीलता ससमुलेशि में ककया जाता है। 

 

हम कफर ववशेष कोसेराि छड़ के संिभभ में सातत्य इलासिोप्लास्सिक ववरूपण की ओर मुड़त ेहैं। इस थीससस में, ववशेष कॉ़रैेि 

रॉड्स के ससद्ांत में इलासिोप्लास्सिक ववरूपण युस्ममत मॉडल के सलए एक सामान्य रूपरेिा प्रसतुत की जाती है| एक-

आयामी एन्रॉपी संतुलि के साथ संयोजि में एक-आयामी ऊजाभ संतुलि के रूप का उपयोग 

हमें इस ससद्ांत के सलए संवैधानिक संबंध प्राप्त करिे की अिुमनत िेता है। बाि में, छड़ के तिाव उपायों के लोििार 

दहससे को  उिके प्लास्सिक समकक्षों से अलग करि े के सलए योज्य ववघिि का उपयोग ककया जाता है। हम हेमरोवपक 

और रांसवसभली आइसोरोवपक छड़ िोिों के सलए हेपमहोपट्ज ऊजाभ प्रनत यूनिि रॉड की अववकससत लंबाई के 

सबसे सामान्य द्ववघात रूप प्रसतुत करत ेहैं । हम बलों, क्षणों, और सख्त तिाव के पररणाम के संिभभ में एक प्रोिोिाइप 

उपज माििंड भी प्रसताववत करत े हैं और साथ-साथ प्लास्सिक सरेि के उपाय और सख्त िर के ववकास के प्रवाह 

के सलए सहयोगी प्रवाह नियम प्रसताववत करत ेहैं। हम तब ववशेष कॉससेि रॉड ससद्ांत में इलासिोप्लास्सिक ववरूपण के 

सलए एक पररसमत तत्व तैयार करत ेहैं और एक सामान्य इलासिोप्लास्सिक सपशभरेिा कठोरता मैदरक्स प्राप्त करत ेहैं| 

यह सूत्रीकरण रॉड के क्रॉस-सेक्शि में तिाव के पररणाम यािी, बल, पल और सख्त तिाव पररणाम के संिभभ में एक 

उपज समारोह के अस्सतत्व को मािता है| रॉड के प्लास्सिक सरेि उपायों और सख्त िर के ववकास के सलए  संबंचधत 

प्रवाह नियम माि सलया गया है| रॉड के 

सुसंगत एपगोररथ्म इलासिोप्लास्सिक सपशभरेिा प्राप्त करिे के सलए, एक वापसी िक्शा एपगोररिम ववकससत ककया 

गया है| प्रसतुत सूत्रीकरण का उपयोग , सख्त होिे के अलग-अलग मामलों के साथ एक सीधी रॉड के संयुक्त ववसतार मरोड़ 

लोडडगं का अध्ययि करिे के सलए ककया जाता है| सिैप-थू्र बकसलगं ऑफ़ सेमी-सकुभ लर आकभ  की एक और समसया, जो 

एक लंबवत डाउिवडभ लोड के अधीि है, की भी जांि की जाती है| इसके लोड-ववसथापि वक्र पर ववसभन्ि 

इलासिोप्लास्सिक मापिंडों का प्रभाव प्रसतुत ककए जात ेहैं| 
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